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LEÇONS D’ALGÈBRE. 


DEUXIÈME PARTIE. 


LIVRE PREMIER. 

COMPLÉMENT DE CALCUL ALGÉBRIQUE. 


CH.AP 1 TRE PREMIER. 

DES NOMBRES INCOMMENSURABLES. 

Définition. 

1 . Lorsqu’on veut mesurer une grandeur, on cherche 
une commune mesure entre cette grandeur et l’unité. Si, 
par exemple, la commune mesure est contenue 7 fois dans 
l’unité et 4 fois dans la grandeur que l’on veut mesqrer, 
cette grandeur, étant égale à 4 fois la septième partie de 
l’unité, sera représentée par la fraction *. 

Mais il peut arriver que la grandeur et l’unité n’ad- 
mettent pas de commune mesure, c’est-à-dire qu’il n’existe 
pas de grandeur, si petite qu’elle soit, contenue exac- 
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tement dans la grandeur et l’unité. Dans ce cas, on dit 
que la grandeur est incommensurable, et, comme il est im- 
possible de la mesurer exactement, on se borne à une éva- 
luation approximative. Imaginons l’unité partagée en un 
grand nombre de parties égales, par exemple en mille 
parties égales, et cherchons combien la grandeur à mesu- 
rer contient de ces parties; elle en contient, je suppose, 
728, plus un reste plus petit que l’une des parties ; la gran- 
deur à mesurer, étant plus grande que mais plus pe- 
tite que sera représentée par l’une ou l’autre de ces 
deux fractions, avec une erreur moindre que i millième. 

Si l’on avait partagé l’unité en un million de parties 
égales, on aurait obtenu la mesure de la grandeur avec une 
erreur moindre que i millionième. 

Le nombre fractionnaire qui mesure une grandeur incom- 
mensurable, avec une approximation aussi grande qu’on 
veut, s’appelle un nombre incommensurable. 


2 . Les racines des quantités qui ne sont pas puissances 
parfaites, donnent aussi naissance à des nombres incom- 
mensurables. Appelons A un nombre entier non puissance 
n* parfaite (c’est-à-dire un nombre entier qui n’est pas la 
puissance n‘ d’un nombre entier) , et plus généralement une 
fraction ordinaire irréductible dont les termes ne sont pas 
deÆ puissances ji'* parfaites; je dis qu’il n’existe pas de 


nomlHB fractionnaire ^ qui, élevé à »* puissance, repro- 


duise exactement A. En effel, la n* puissance de la fraction 


au" a , 

- est — ; comme on peut supposer la fraction - irréduc- 


tible, c’est-à-dire les deux nombres a et 6 premiers entre 
eux, les deux puissances a" et 6" seront aussi premières entre 
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d 

elles et la fraction — irréductible. On voit d’abord que cette 

fraction irréductible ne peut être égale à un nombre entier 
A. Elle ne peut non plus être égale à une fraction irréduc- 
tible dont les termes ne sont pas des puissances pai-faites; 
car deux fractions irréductibles ne sont égales que si elles 
ont leurs deux termes égaux respectivement ; la fraction 
proposée aurait ainsi ses deux termes puissances parfaites, 
ce qui est contraire à l’hypothèse. 


Mais on peut trouver des nombres fractionnaires -7 et 

b 


CL -j- 1 

b 


, qui ne diflèrent entre eux que d’une quantité aussi 


petite qu’on veut (6 étant très-grand), et dont les 

n" puissances comprennent A. Écrivons en effet la quantité 
proposée A sous la forme 


A xi" 
~T~’ 


et désignons par a le plus grand nombre entier dont la 
n' puissance soit contenue dans Axé"; la quantité Axé" 

Axé" 

étant comprise entre a* et la quantité — — — 

' ou A sera évidemment comprise entre 


« m- 


Chacun de ces nombres fractionnaires % et ^ dont la 

0 b 

différence est aussi petite qu'on veut, et dont les puissances 
comprennent la quantité proposée A, est ce que Ton ap- 
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pelle la racine approchée de A ; on la désigne par le sym- 
bole y/ A. 

11 est aisé de voir que ce nombre fractionnaire ? ou ' 

0 0 

représente, avec une approximation aussi grande qu’on 
veut, une certaine grandeur incommensurable. Considé- 
rons en effet, d’une part, les nombres dont les n" puis- 
sances sont inférieures à A; d’autre part, ceux dont les 
puissances sont supérieures à A, et imaginons les deux sé- 
ries de grandeurs commensurables de même espèce repré- 
sentées par ces nombres. Les grandeurs de la première sé- 
rie sont plus petites que celles de la seconde ; la différence 

^ entre une grandeur ^ de la première série et une gran- 


deur 


a -f- I 


de la seconde série peut être rendue aussi 


petite qu’on veut. On conçoit donc qu’entre ces deux séries 
de grandeurs commensurables il existe une grandeur in- 
commensm'able unique et déterminée, qui en est la limite 
commune ; c’est cette grandeur incommensurable que re- 
présente le symbole ^ A. 


3. On a vu, en géométrie, plusieurs exemples de gi’an- 
deurs incommensurables. Ainsi on a démontré que la dia- 
gonale d’un carré est incommensurable par rapport au côté 
pris pour unité : elle est représentée par le symbole 
De même, la circonférence d’un cercle est incommensurable 
par rapport au diamètre pris pour unité ; mais le nombre 
incommensurable qui mesure la circonférence ne peut, 
comme le précédent, être obtenu par des extractions de 
racines; on le désigne par la lettre iz. 
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Calcul des nombres incommensurables. 

à. Le calcul des nombres incommensurables n’offre 
aucune difficulté. Les nombres incommensurables n’étant 
autre chose que des nombres fractionnaires approchés, 
il est clair que les opérations portent sur ces nombres 
fractionnaires ; le résultat sera lui-même un nombre frac- 

4 

tionnaire approché, qui représentera, avec une erreur infi- 
niment petite, une grandeur déterminée, en général incom- 
mensurable. 

Addition. Supposons d’abord qu’il s’agisse d’additionner 
deux nombres incommensurables. Si l’on prend les deux 
nombres par défaut, puis par excès, on a une première 
somme plus petite que la seconde; d’ailleurs ces deux 
sommes diffèrent entre élles aussi peu qu’on veut; donc 
elles comprennent une grandeur déterminée, qu’ elles re- 
présentent avec une approximation indéfinie. Cette gran- 
deur est la somme des deux grandeurs incommensurables 
représentées par les nombres incommensurables proposés. 

. Soustraction. Il en est de même de la soustraction : si 
l’on prend le plus grand nombre par défaut, le second par 
excès, ou, réciproquement, le premier par excès, le second 
par défaut, on a une première différence plus petite que la 
seconde, et ces deux différences diffèrent entre elles d’une 
quantité aussi petite qu’on veut ; donc elles comprennent 
une grandeur qu’elles représentent avec une approximation 
indéfinie. Cette grandeur est la différence des grandeurs 
incommensurables que représentent les deux nombres in- 
commensurables proposés. 

5. Multiplication. Soit à faire le produit de deux nombres 
incommensurables, par exemple ^/7 x Si l’on prend 
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les deux nombres par défaut, puis par excès, on a un pre- 
mier produit plus petit que le second; d’ailleurs ces deux 
. produits diffèrent entre eux d’une quantité aussi petite qu’on 
veut ; donc ils comprennent une grandeur qu’ils représen- 
tent avec une approximation indéfinie. 

11 est clair que le produit de plusieurs nombres incom- 
mensurables ne change pas quand on intervertit l’ordre 
des facteurs; car le produit des nombtes fractionnaires 
approchés ne change pas. Ce théorème fondamental étendu 
aux nombres incommensurables, toutes ses conséquences 
le sont par là même; ainsi on peut grouper deux fac- 
teurs en un seul, décomposer au contraire un facteur en 
deux, etc. 

Division. Si l’on prend le dividende par défaut, le di- 
viseur par excès, ou, réciproquement, le dividende par 
excès, le diviseur par défaut, le premier quotient sera 
plus petit que le second, et comme leur différence est in- 
finiment petite, ils comprennent entre eux une grandeur 
déterminée qu’ils représentent avec une approximation in- 
définie. 

Les propriétés des fractions algébriques, et en général 
toutes les règles du calcul algébrique, subsistent évidem- 
ment quand les lettres désignent des nombres incommensu- 
rables. (\'oyez Y Algèbre, première partie, livre I.) 


CaXPITRE U. 

CALCUL DES RADICAUX. 

6. On appelle en général racine n' d’un nombre positif a, 
un nombre positif, commensurable ou incommensurable. 
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qui, élevé à la n* puissance, reproduit le nombre proposé. 
C’est là ce qu’on entend par valeur arithmétique d’un radi- 

cal; on la désigne par le symbole y a. Le nombre n est 
l’indice du radical. On est convenu de ne pas écrire Tindice 
quand il s’agit d’une racine carrée : dans ce cas, on sous- 
entend l’indice 2. 

Avant d’aborder le calcul des radicaux , nous établirons 
quelques lemmes sur les puissances : 

7. Lemme I. On élève un produit à une certaine puüsance 
en élevant chaque facteur séparément à celle puissance. 

On a, en effet, 

[abc]" = abcX abcXobc X = a^b^c". 

Lemme IL On éléveune fraction à une certaine puissance 
en élevant les deux termes séparément à celte puissance. 

On a, en effet, 

/aX" a a n a" 

\b/ b b b b" 

Lemme III. Élever un nombre à deux puissances successives 
revient à élever ce nombre à une puissance ayant pour expo- 
sant le produit des exposants. 

On a, en effet, 

(«"•)" = a" X a" X O*" X = a”'". 

Corollaire I. On élève un monôme à une certaine puis- 
sance en élevant son coefficient à cette puissance et multi- 
pliant tous les exposants par C indice de la puissance. 

Soit à élever à la n' puissance le monôme Sa’à’c. En 
vertu des lemmes I et III, on aura 


(Sa’i’c)" = 
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Corollaire II. Un monôme est une puissance n* parfaite, 
lorsque son coefficient est une puissance n' parfaite et que 
tous ses exposants sont divisibles par n. Dans ce cas, on 
obtient la racine n* du monôme proposé, en extrayant la 
racine n* de son coefficient et divisant par n tous ses expo- 
sants. 

Venons maintenant au calcul des radicaux. 

8. Théorème 1. Le produit de plusieurs radicaux de même 
indice est égal à la racine du produit des quantités placées 
sous les radicaux. 

Je dis, par exemple, que 

^a>^b\fc = \jabc. 


Car si l’on élève le premier membre à la n’ puissance, ce 
que l’on fait en élevant chaque facteur à cette puissance, 
on reproduit la quantité abc ; donc ce premier membre est 
la racine n* de abc. 

9. Théorème II. Le quotient de deux radicaux de même 
indice est égal à la racine du quotient des deux quantités 
placées sous les radicaux. 

Je dis que 



Car si l’on élève le premier membre à la n' puissance, ce 
que l’on fait en élevant séparément le numérateur et le dé- 
nominateur à cette puissance, on reproduit la fraction 

10. Théorème III. On élève un radical à une certaine 
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puissance en élevant à cette puissance la quantité placée sous 
le radical. 

On a, en effet, en vertu du théorème I, 

(yûj =ya.Va.Va = ya"*. 

Remarque. L’expression \/ a"* indique qu’il faut élever 
le nombre a à la m' puissance, et extraire la racine n* du 
résultat. Lorsque l’exposant m de la quantité placée sous le 
radical est divisible par l’indice n du radical , on peut 
extraire la racine; il suffit de diviser l’exposant par l’indice 
du radical. En effet, soit m = np, ôn aura 



car, si on élève la quantité a’’ à la puissance n, on reproduit 
a"”. 

11. Théorème IV. On extrait la racine d'un radical en 
multipliant l'indice du radical par V indice de la racine que 
l'on veut extraire. 

Je dis que 



En effet, si l’on élève le premier membre à la puissance m, 

on trouve y/a; si l’on élève ensuite ce résultat à la puis- 
sance n, on obtient a ; mais ceci revient à élever le premier 
membre à la puissance nm. Ainsi, le premier membre est 
une quantité qui, élevée à la puissance m«, reproduit a; 
c’est donc la racine mn' de a. 

12. Théorème V. On ne change pas la valeur d'un radical 
quand on multiplie ou quand on divise par un même nombre 
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l’indice du radical et l’exposant de la quantité placée sous le 
radical. 

Soit le radical 

y/o*". 

Je dis qu’en multipliant par un même nombre entier p l’in- 
dice n et l’exposant m, on obtient un second radical 

np/ 

Va’"'’ 

égal au premier. En eflet, d’après le théorème précédent, le 
second radical peut s’écrire 



Mais on a (n° i o) 



13. Corollaire I. On simplifie un radical en divisant 
l’indice et l’exposant par leur plus grand commun diviseur. 
Ainsi 

V«” = V^a‘. 

lâ. Corollaire II. On réduit plusieurs radicaux au même 
indice en prenant pour indice commun le produit des indices, 
ou plus simplement leur plus petit multiple. Cette réduction 
est nécessaire quand on veut multiplier ou diviser deux 
radicaux d’indices dilTérents. Ainsi 

m/“ «/'' mn ; — mn mnj 

VaXV6= V«"X VA"= \urb''. 

*/- 6/- 1!,/ — U, — U- 

VaXV6=Va’xVé' = V 
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CHAPITRE III. 

EXPOSANTS FRACTIONNAIRES. EXPOSANTS NÉGATIFS. 

Exposants fractionnaires. 

15. On a vu (n° lo) que, pour extraire la racine d’une 
quantité affectée d’un certain exposant , il suffit de diviser 
l’exposant par l’indice de la racine, lorsque cette division 
est possible. Ainsi 



Si, par extension, on applique la même règle dans le cas 
où l’exposant n’est pas divisible par l’indice de la racine, on 

obtient un exposant fractionnaire. Soit le radical a’ ; l’expo- 
sant 7 n’étant pas divisible par l’indice 5, il est impossible 
d’extraire la racine ; mais si l’on applique la règle énoncée 

7 

plus haut, on est conduit au symbole que l’on adop- 
tera pour représenter le radical proposé. 

En général, on est convenu de représenter un radical 

wy — 

quelconque ya’" par le symbole a*. Le dénominateur de 

l’exposant fractionnaire remplace ainsi le signe y/ , et les 
expressions irrationnelles prennent la forme d’expressions 
rationnelles. 

D’après cette convention, les radicaux 
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s’écriront 


v/tt’ 


7y/ a’é’c 


1 



* i 

^ab^c^. 


16. L’emploi des exposants fractionmdres ne sera vrai- 
ment utile que s’il est permis de remplacer un exposant 
fractionnaire par un autre égal au premier. C’est ce qui 
a lieu effectivement ; car multiplier ou diviser par un môme 
nombre les deux termes d’un exposant fractionnaire, revient 
à multiplier ou diviser par un même nombre l’indice d’un 
radical et l’exposant de la quantité placée sous le radical, 
ce qui, comme on l’a vu plus haut, ne change pas la valeur 
du radical. 

On pourra donc, si l'on veut, réduire un exposant frac- 
tionnaire à sa plus simple expression. Soit, par exemple, le 
11 /^— 

radical y o’“, qui s’écrit symboliquement a" ; en simpbfiant 

8 

l’exposant fractionnaire f|, on obtient le symbole a’, qui 

représente le radical \fcF, égal au premier. 

Nous ferons voir maintenant que les règles du calcul 
des exposants entiers s’appliquent aux exposants fraction- 
naires. 


17. Mulliplicalion. On sait que, pour multiplier deux 
puissances entières a"” et a" d’un même nombre a, il suffit 
d’ajouter les exposants, ce qui donne La même règle 
s’applique aux exposants fractionnaires. 

P P' 

Soient en effet m=- , n = ^ ; les deux puissances fraction- 
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naires a’ et représentent les radicaux et ^a'"; pour 
multiplier ces deux radicaux, on les réduira d’abord au 
même indice, ce gui donne 





Or ce dernier radical, produit des deux premiers, est repré- 
senté par le symbole 

a , 
ou 

P 

a" 

on a donc 

a" X a* = 

quels que soient les exposants m et n, entiers ou fraction- 
naires. 

Exemples. 

t * 

1" tt‘xa‘ = o, 

1 * 

2“ a X a* = a’, 

3* û* X a* = a’, 

1 * * 11 1 
4* û*a*a’ = a‘* = a*. 


18. Division, La règle de la multiplication étant éten- 
due aux exposants fractionnaires, celle de la division l’est 
par là même. 

Je dis que l’on a 


a" 

û" 


= a” 


quels que soient les exposants m et n-, car, si l’on multiplie 
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le quotient par le diviseur, ce que l’on fait en ajoutant les 
exposants, on reproduit le dividende a”’. Ainsi, pour divi- 
ser l’une par l’autre deux puissances quelconques d’un 
même nombre, il sufiira de retrancher Texposant du divi- 
seur de celui du dividende. 

Exemples. 





19. Puissance. iSous avons démontré que l’on élève un 
nombre a à deux puissances entières successives m et n en 
élevant ce nombre à une puissance ayant pour exposant 
le produit mn des exposants. La même règle s’applique 
aux exposants fractionnaires. 

P P* 

Soient en effet ^ ÿ » l’expression 
{a”)" ou 

signifie 

\JW O» yJa/T)'. 

11 faut élever le radical y^a’’ à la puissance p' et prendre 
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la raison q" du résultat. On sait (n“ lo) que l’on élève un 
radical à une puissance en élevant à cette puissance la 
quantité placée sous le radical ; on a donc 

et par suite 

On sait d’autre part (n® ii) que l’on extrait la racine d’un 
radical en multipliant l’indice du radical par l’indice de la 
racine, ce qui donne 



Mais ce dernier radical est représenté par le symbole 
a”' ou a’ on a donc d’une manière générale 

Exemples. 

r = 

2° (aO =a, 

3® 

Exposants incommensurables. 

20. Prenons comme exemple l’expression a'^. Soient 

üî et *. deux nombres fractionnaires dont les carrés 
n n 
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comprennent 2 ; l’expression a'^ désignera la limite com- 

M m-fl 

mune des deux quantités a" et a " , quand la différence 
^ devient de plus en plus petite. Mais , pour compléter 
cette définition , il faut démontrer que les deux quantités 

m m-t-n 

a" et a " tendent effectivement vers une limite commune : 
c’est ce que nous ferons voir plus tard, quand nous aurons 
établi quelques propriétés des puissances servant à la défi- 
nition des logarithmes. 

Admettant pour le moment l’existence de cette limite, 
nous remarquerons que toutes les règles démontrées poul- 
ie calcul des exposants fractionnaires s’étendent évidem- 
ment aux exposants incommensurables. 

Ainsi 


(a^)^ = a^ = a\ 


Exposants négatifs. 

21. Nous savons que pour diviser l’une par l’autre deux 
puissances d’un même nombre, il suffit de retrancher 
l’exposant du diviseur de l’exposant du dividende, lorsque 
l’exposant du diviseur est plus petit que celui du divi- 
dende. 

Si l’on applique la même règle lorsque l’exposant du 
diviseur est plus grand que celui du dividende, on obtient 

et* 

un exposant négatif. Soit le quotient ^ ; l’exposant du di- 
viseur étant plus grand que celui du dividende, la division 
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est impossible; mais, si l’on applique la règle énoncée 
plus haut, on est conduit au symbole o“*; le quotient pro- 
posé, simplifié, devient ; ainsi le symbole a"’ peut être 


adopté comme représentant le quotient 

En général , on est convenu de représenter le quotient 


— , dans lequel l’exposant m est quelconque, entier ou 

fractionnaire; par le symbole ar". L’exposant négatif rem- 
place ainsi le signe de la division. 

Nous ferons voir que les règles établies précédemment 
pour le calcul des exposants positifs s’étendent aux expo- 
sants négatifs. 


22. MuUîplicalion. Pour multiplier deux puissances a” 
et a" d’un même nombre, il suffit de faire la somme algé- 
brique des exposants, quels que soient ces exposants , po- 
sitifs ou négatifs. 

1 ” Considérons d’abord le cas où l’un des exposants m est 
positif, l’autre n négatif. Posons n = — n', les nombres 
positifs m et n' étant quelconques, entiers ou fractionnaires, 
ou même incommensurables. Puisque le symbole a re- 
présente ^ , on a 

û" X O" = a" X a-"' = a" X 4. — 

a" a" 


mais le quotient —, est représenté dans tous les cas, que 

m soit plus grand ou plus petit que n', par le symbole 
o’"""'; on a donc 


û"* X û™ = û*"’**' = 


a 
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L’exposant du produit est la somme algébrique des deux 
exposants. 

2 ” Supposons maintenant les deux exposants négatifs, 
et soient m= — m\ n= — n'. Puisque les symboles a'”' 

et a""' désignent les quotients ^ et on a 


a" X a” = «■'"'X a~"' = 



I 1 

a" xa"' a™*" ' 


Mais cette dernière expression est représentée par o''’"'*"'’ 
ou a’’" '"'. On a donc 


û” X a" = a'*"'"' = a"" 

L’exposant du produit est encore la somme algébrique des 
exposants. 

Exemptes. 

a‘ X 
a"'Xn’ 

«* Xa"*= «“ = 1. 


d” 

2 ° 

3” 

4“ 


23. Division. La règle delà multiplication étant étendue 
aux exposants négatifs, celle de la division l’est par là 
même. Pour diviser l’une par l’autre deux puissances 
quelconques d’un môme nombre, il sufiit de retrancher 
algébriquement l’exposant du diviseur de celui du divi- 
dende ; car en multipliant le quotient ainsi obtenu par le 
diviseur, on reproduit le dividende. Remarquons que ceci 
re^vient à transformer le diviseur en multiplicateur par le 
changement de signe de son exposant. 


Digitized by Coogle 



EXPOSANTS NÉGATIFS. 


19 


Exemples. 

V ^ = a-’x«"’=o 

a* 

o’ 

2® — -=û^ Xû* =a*, 

a~' 

3' — = a-*x a’ = «■’, 

a"' 

0'* ... 

4° — =a-*Xo* =a’. 

a* 

24. Puissance. Pour élever un nombre à deux puis- 
sances successives, il sufllt de multiplier cnti'e eux les deux 
exposants, quels que soient leurs signes. 

1" Considérons d’abord le cas où le premier exposant 
?n = — m' est négatif, le second n positif. 



mais ce résultat peut être représenté par a"" '* ou par a"*"; 
ainsi ‘ 

(a’")" = a"". 

2° Supposons le premier exposant m positif, le second 
ji = — n' négatif. L’expression (a’”)’" représente le quo- 
tient 


I 



qui est égal à et qui peut être représenté par a"'""', 
ou par a”'. On a encore 

(a-)" = a"". 
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3° Supposons enfin les deux exposants négatifs et soient 
m = — m', n = — n'. L’expression (a""')’"' représente le 
quotient 



et l’on a toujours 

(a")" = a"". 

Ainsi, dans tous les cas, l’exposant du résultat est le 
produit algébrique des deux exposants, conformément à la 
règle des signes. 

Exemples. 

' 1' (a-’)’ 

2' (a’)‘* 

3" (a-)-’ 

Tout ce que nous avons dit sur le calcul des exposants 
fractionnaires et négatifs, peut se résumer en deux règles 
fondamentales : 

1* a" X a" = 

2‘ (a’")’' = a’"", 

m et n désignant des exposants quelconques, entiers ou 
fractionnaires, positifs ou négatifs. 
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LIVRE II. 

BINOME. 


CHAPITRE PREMIER . 


COMBINAISONS. 

Arrangements. 


25. Je suppose que l’on aitm objets distincts. On appelle 
arrangements de ces m objets n à n les différentes disposi- 
tions que l’on peut former avec ces m objets, en les prenant 
n à n de toutes les manières possibles, et les plaçant les uns 
à côté des autres sur une ligne droite. Deux arrangements 
diffèrent, par la nature des objets qui les composent, ou 
seulement par l’ordre dans lequel ils sont placés. 

Par exemple, avec les trois lettres a, b, c, prises deux à 
deux de toutes les manières , on peut former les six arran- 
gements suivants 


ab, ac, ba, bc, ca, cb. 


Le premier et le troisième ne diffèrent que par l’ordre des 
lettres ; de même le second et le cinquième , le quatrième 
et le sixième. 
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Nous représenterons en général les wi objets par les pre- 
mières lettres de l’alphabet 

' a, b, c, k, 

et nous désignerons par le symbole le nombre des ar- 
rangements que l’on peut former avec ces m objets pris n 
à n de toutes les manières possibles. 

On obtient évidemment les arrangements des m lettres 
une à une, en prenant chacune d’elles séparément, ce qui 
donne m arrangements, 

a, b y Cy , • , ■ , ^ , 

Ainsi 

Ai, — m. 

Nous obtiendrons les arrangements des m lettres deux à 
deux en mettant à la suite de la première lettre a successi- 
vement chacune des autres lettres , à la suite de la seconde 
lettre b successivement chacune des autres, et ainsi de suite, 
ce qui donne le tableau suivant : 

ab, aCy ad y ok, 

bCy bc, bdy , bk, ’’ 

Cüy cb, cd, ck y 


ka, kby kc, , kh. 

La première ligne horizontale contenant tous les arrange- 
ments qui commencent par la lettre a , la deuxième tous 
ceux qui commencent par la lettre 6, etc. , nous avons ainsi 
formé tous les arrangements des m lettres deux à deux. 
Puisque chaque ligne horizontale renferme m — i arrange- 
ments, et qu’il y a m lignes , le nombre des arrangements 
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contenu dans le tableau est m(m — i) ; on a donc 

A’„ = m(OT — i). 

De même, si à la suite de chacun des arrangements deux 
à deux on place chacune des m — 2 autres lettres, on forme 
les arrangements trois à trois : 


abc, 

abd, . . ■ 

. • • ) Obfi f 

acb, 

acd, . . . 

. . , ackf 

bac, 

bad, . . . 

> . . , bak , 


A la suite du premier arrangement ab de doux letti'es, nous 

avons écrit chacune des autres lettres c, i, fc; de 

même, à la suite du second ac, chacune des autres lettres 
b, d, k, etc. ^ous avons formé ainsi tous les arrange- 

ments trois à trois; car un arrangement de trois lettres se 
compose nécessairement d’un arrangement de deux lettres 
suivi d’une autre lettre. Le même arrangement n’est pas ré- 
pété deux fois ; car les arrangements d’une même ligne hori- 
zontale diffèrent par la troisième lettre, et deux arrangements 
de deux lignes différentes par l’arrangement des deux pre- 
mières lettres. Chaque ligne horizontale contient m — 2 ar- 
rangements; il y a m(m — 1) lignes hwizontales, autant que 
d’arrangements deux à deux ; donc le nombre des arrange- 
ments des m lettres trois à trois est 

m(m — i)(m — 2); 

on a donc 

En continuant le même raisonnement, on arrive à la for- 
mule générale 

A „ = — 2) (m— n-f i). 
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Le nombre des arrangemenls de m objets nàn est égal au 
pi'oduit de n nombres entiers consécutifs décroissants à com- 
mencer par m. 

26. Il est bon de s’assurer que la formule précédente, 
écrite par induction, est générale. Supposons que l’on ait 
formé les arrangements des ni lettres n — i à n — i , et que 
l’on veuille former les arrangements n à n. A la suite de 
chacun des arrangements n — i à n — i, on écrira succes- 
sivement chacune des m — n-J-i autres lettres. On ob- 
tiendra de la sorte tous les arrangements n k n; car un 
arrangement de n lettres se compose d’un arrangement de 
n — 1 lettres suivi d’une autre lettre. Le même arrange- 
ment ne se trouve pas répété deux fois ; car deux quelcon- 
ques des aiTangements ainsi obtenus diffèrent par la der- 
nière lettre ou pai' l’arrangement des n — i premières lettres. 
Chaque arrangement ancien donnant m — n -]- i arrange- 
ments nouveaux, on a la relation générale 

A^ = Ar’x(m — n-t-i). 

On en déduit, en donnant successivement à n les valeurs 

A^ = A^X(m— i)=m(»n — i), 

A^ = A^X(m — a), 

A^ = A|^X(wi — 3), 


A"„=Arx(m-n -}-.). 

Si l’on multiplie toutes ces égalités entre elles, les facteurs 
intermédiaires disparaissent, et l’on obtient la formule 

A^= tn(m — i) (m — n-j- i). 
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Applkations. 1 ° Quel est le nombre des arrangements de 
sept lettres trois à trois? C’est le produit de trois nombres 
entiers consécutifs décroissants, à commencer par 7 . 

A’ = 7.6.5 = 210. 

2 ° Combien y a-t-il de nombres composés de deux chif- 
fres significatifs différents? Autant qu’on peut former d’ar- 
rangements avec les neuf chiffres significatifs deux à deux. 

aJ = 9.8 = 72. 

3° Combien y a-t-il de nombres composés de cinq chiffres 
significatifs différents? Autant qu’on peut former d’arrange- 
ments cinq à cinq avec les neuf chiffres significatifs. 

AJ = 9.8.7.6.5= i5i20. 

Permutations. 

27. On appelle permutations de ni objets les différentes 
dispositions que l’on peut donner à ces m objets, en les 
plaçant les uns à côté des autres sur une ligne droite. 
Chaque permutation contieift tous les objets, et deux per- 
mutations ne diffèrent que par l’ordre des objets. 

Ainsi, .avec deux lettres a et b, on peut former deux per- 
mutations 

ab, ba. 

Nous désignerons en général par le nombre des per- 
mutations de m objets. 11 résulte de la définition que les 
permutations de m objets ne sont autre chose que les arran- 
gements de ces m objets pris tous ensemble, c’est-à-dire m 
à m ; on a donc, suivant la notation habituelle, 

P« = A“ = m(wi — i)(m — 2) 3.2.1, 
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OU, si l’on change l’ordre des facteurs, 

P„ = 1 .i.3 m . 

Le nombre des permutations de m objets égale le produit 
des m premiers nombres entiers. 

Applications. 1° Combien peut-on former de mots de trois 
lettres difl'érentes avec trois letti-es données? C’est le nombre 
des permutations de trois lettres. 

P, = 1.2.3 =6. 

2“ De combien de manières peut-on disposer dix soldats 
en ligne? C’est le nombre des permutations de dix objets 

P„ = 1.2. 3. 4.5.6. 7. 8. 9-10 =3628800. 

2S. Nous avons déduit la formule des permutations de 
celle des arrangements comme cas particulier. Voici com- 
ment on peut établir cette formule directement. 

On ne peut évidemment donner qu’une disposition à une 
lettre a ; ainsi 

• P, = i. 

Avec deux lettres a et b, on jieut former deux permuta- 
tions 

ab, ba, 

et l’on a 

P, = 1.2. 

Si, dans chacune des permutations précédentes, on in- 
troduit la lettre c à toutes les places, à la fin, au milieu, au 
commencement, on obtient les permutations de trois lettres 
fl, b, c, 

abc, acb, cab, 
bac, bca, cba. 

On a formé ainsi toutes les permutations de trois lettres ; 
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car une permutation de trois lettres se compose d’une per- 
mutation des deux premières lettres a et 6 à laquelle on 
ajoute la troisième lettre c à une place déterminée. Jl,a 
même permutation ne se trouve pas répétée deux fois ; car 
deux permutations quelconques diffèrent, soit par la place 
de la lettre c, soit par la disposition des deux autres lettres. 
Chacune des permutations précédentes donnant trois per- 
mutations nouvelles , on a 

P, = P,X3 = i.a.3. 

De même, si dans chacune des permutations des trois 
lettres a, b, c, on introduit la lettre d à toutes les places, 
et il y a quatre places , deux intermédiaires et deux extrê- 
mes, on obtient les permutations des quatre lettres a, 6, 
c, d ; chacune des permutations précédentes donnant quatre 
permutations nouvelles, on a 

Pj = P, X 4 == • .a.3.4- 

En continuant le même raisonnement, on arrive à la for- 
mule générale 

P„ = 1.2.3 m. 

Combinaisons. 

« 

29. On appelle combinaisons de m objets n à n les diffé- 
rents groupes que l’on peut former avec ces m objets en les 
prenant n à n, de toutes les manières possibles, de façon que 
deux groupes diffèrent au moins par la nature d’un objet. 
Dans les combinaisons on n’a pas égard à la disposition des 
objets. 

Si l’on a m lettres et que l’on imagine qu’elles repré- 
sentent des quantités différentes, on peut concevoir les 
combinaisons de ces m lettres n à n comme les différents 
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produits que l’on peut former avec ces m lettres, en les 
prenant n à n de toutes les manières possibles. 

Par exemple, avec les trois lettres a, 6, c, prises deux à 
deux, on ne peut former que trois combinaisons 

ab, ac, bc, 

tandis que l’on a six arrangements. 

Nous désignerons en général par C* le nombre des com- 
binaisons de m objets n à n. La formule des combinaisons 
se déduit de celle des arrangements et de celle des permu- 
tations. Imaginons en effet les combinaisons de tn lettres 
nkn formées. Si nous donnons aux n lettres qui composent 
chacune de ces combinaisons toutes les dispositions possi- 
bles, c’est-à-dire si nous permutons ces n lettres, nous ob- 
tiendrons les arrangements des ni lettres n à n. Nous aurons 
ainsi tous les arrangements ; car un arrangement quelcon- 
que est une combinaison dans laquelle les n lettres qui 
composent cette combinaison sont disposées dans un cer- 
tain ordre; et nous n’aurons pas deux fois le môme arran- 
gement; car les arrangements fournis par une même com- 
binaison diffèrent par l’ordre des lettres, et ceux qui sont 
fournis par des combinaisons différentes diffèrent au moins 
par la nature d’une lettre. Chaque combinaison donnant un 
nombre d’arrangements marqué par P„ , on a 



et, en remplaçant par les valeurs connues, 

— a) (m — n-f i) 

"* 1.2.3 n 
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Àpplicalions. Pour appliquer la formule , on écrit d’a- 
bord au dénominateur les n premiers nombres entiers, 
puis on écrit au numérateur autant de nombi’es entiers dé- 
croissants, à commencer par ni. 

1* Nombre des combinaisons de 5 objets a à 2. 


2’ Nombre des combinaisons de 10 lettres 4^4- 


C|o = 


10.9.8.7 


.a. 3.4 


= 210. 


3* Nombre des combinaisons de 1 0 lettres 6 à 6. 


10.9.8T7.6 5 10.9.8.7 

1. a. 3. 4. 5. 6 i.a,3.4 


4° Le nombre des combinaisons de m lettres une à une 
est tn, ce qui est évident à priori. 

5° Le nombre des combinaisons de m lettres m à m est 

„ _ni{m—i)[m—Z) 3. 2.1 _ 

1.2,3 m 

Il est évident en effet que si l’on prend toutes les letti’e , 
on ne peut former qu’une seule combinaison. 

Nous démontrerons sur les combinaisons deux théorèmes 
qui nous seront utiles par la suite. 

30. Théorème 1. Le riombre des combinaisons de m ob- 
jets n d n est égal au nombre des combinaisons de ces m objets 
m — n dm — n. 

Supposons en effet que l’on ait m numéros dans une 
urne; si l’on en tire n, il en restera m — n dans l’ume; 
ainsi à chaque combinaison de n numéros tirés con espond 
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une combinaison de m — n numéros restants, et récipro- 
quement. On a donc 

C W ^TW'— W 

m *” • 

On peut d’ailleurs vérifier aisément l’égalité des deux 
nombres 

m{m — i) (m — n-f-i) 


Cl = : 


Cl“" = 


1 .2.0 n 

m(m — i) (n -f- «) 

1.2.3 {m — n) ’ 


car si l’on multiplie les deux termes de la première frac- 
tion par le produit i.« (m — n), les deux termes de la 

seconde par 1.2 n, les dénominateurs deviennent égaux 

et fou a au numérateur le produit des nombres entiers 
consécutifs de 1 à m ; il vient de la sorte 


Cl = Cl"" = 


1.2 3 


1.2 nX 1.2 (m — n)’ 


Par exemple , le nombre des combinaisons de 5 objets 
4 à 4 est égal au nombre àcs combinaisons de 5 objets 
i à I , le nombre des combinaisons de 5 objets 3 à 3 est 
égal au nombre des combinaisons des 5 objets 2 à 2 . 

31. Théorème 11. Le nombre des combinaisons de m objets 
n à n est égal au nombre des combinaisons de m — 1 objets 
n à n, plus le nombre des combinaisons de m — 1 objets 
n — 1 à n — 1 . 

En effet, les combinaisons de m lettres a, b, c, k, 

prises n à n, peuvent être distinguées en deux catégories, 
celles qui ne contiennent pas une certaine lettre k, et celles 
qui la contiennent. La première catégorie se compose évi- 
demment des combinaisons des m — 1 premières lettres n 
à n. On obtiendra celles de la seconde catégorie en formant 


Digilized by Google 



PROBABILITÉ. 31 

les combinaisons des m — i premières lettres n — i à n — i, 
et ajoutant à chacune d’elles la lettre k. On a donc 

c** — t 

— '-‘m— 1 "I 

On peut aussi vérifier facilement cette égalité au moyen 
de la formule des combinaisons. 

Par exemple, le nombre des combinaisons de 7 objets 5 
à 5 est égal au nombre des combinaisons de 6 objets 5 à 3 , 
plus le nombre des combinaisons de 6 objets 2 à 2. 


Probabilité. 

32 . On appelle probabilité d’un événement le rapport du 

nombre des cas favorables au nombre total des cas pos- 

/ 

sibles, lorsque tous ces cas sont également possibles. Je 
suppose qu’une urne renferme 1 2 boules d’égale grandeur, 
7 blanches et 5 noires. On tire une boule au hasard, et l’on 
demande la probabilité pour chaque couleur. 11 y a 1 2 cas 
possibles et également possibles : 7 pour les blanches, 5 pour 

les noires, La probabilité est donc pour la sortie d’une 

5 

blanche, — pour la sortie d’une noire. • 

12 ^ 

La loterie se composait de 90 numéros; à chaque tirage 
il en sortait 5 au hasard. Une personne désigne un numéro, 
par exemple, le numéro 20; si le numéro désigné se trouve 
parmi les 5 numéros sortants, la personne a gagné ; sinon 
elle a perdu. C’est là ce qu’on appelait prendre un exlrail. 
Il est facile d’évaluer la probabilité. Puisqu’on tire 5 nu- 
méros à chaque fois, le nombre des cas possibles est le 
nombre des combinaisons de 90 numéros de 5 à 5 , 

5 90,89.88.87.86 

1.2. 5 . 4 . 5 
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Les cas favorables sont les combinaisons qui contiennent 
le numéro désigné 20; pour les former, imaginons que 
l’on ôte ce numéro 20 et que l’on combine les 89 autres 
numéros puis que l’on ajoute à chacune de ces com- 
binaisons le numéro 20; on aura de cette manière toutes 
les combinaisons qui contiennent le numéro 20. Ainsi, le 
nombre des cas favorables est le nombre des combinaisons 
de 89 numéros 4^4) 

«4 89.88.8^.86 


La probabilité de la sortie du numéro désigné, ou le 
rapport du nombre des cas favorables au nombre total des 

K 

cas possibles, est le quotient de C‘, par C^, soit — ou 

Ainsi, sur 1 8 cas possibles, il y en a i favorable à la per- 
sonne qui prend l’extrait, et 1 7 pour la loterie. 11 faudrait 
donc parier 1 contre 1 7, La loterie, au lieu de 1 7 fois, ne 
donnait que 1 5 fois la mise. 

Lorsqu’on désigne deux numéros, on prend ce qu’on 
appelle un ambe; si les deux numéros désignés sont tous 
deux parmi les cinq numéros sortants, on a gagné; sinon, 
on a perdu. Les cas favorables sont les combinaisons qui 
contiennent les deux numéros désignés; on les foraierait 
en combinant les 88 autres numéros 5 à 3 , et ajoutant 
à chacune des combinaisons les deux numéros désignés. 
Ainsi, la probabilité de la sortie d’un ambe est le rapport 
4.5 2 


de C,, à G 


soit 


90 


7^ ou 11 faudrait donc parier 2 


contre 799, ou 1 contre 599 -f-^; la loterie ne donnait que 
270 fois la mise. 
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On trouvera de même que la probabilité du terne est 

— > cellc du quaUme = — La loterie ne donnait 

que 55oo fois la mise pour le terne, 76000 fois pour le 
quaterne. 


CHAPITRE II. 

FORMULE DU BINOME. 

33. On sait que le produit de deux polynômes est égal 
à la somme des produits que l’on obtient en multipliant 
chacun des termes 9u multipticande par chacun des termes 
du multiplicateur. En général, le produit de plusieurs po- 
lynômes est la somme des produits que l’on obtient en 
prenant de toutes les manières possibles un terme dans 
chacun des polynômes proposés. 

Proposons-nous d’abord d’effectuer le produit des m fac- 
teurs binômes 

(o;-l-o)(x-|-ô)(x-f c) (z-f A)(x-fA), 

en l’ordonnant par rapport aux puissances décroissantes 
de X. 

Le produit de ces m facteurs binômes est la somme des 
produits que l’on obtient en prenant de toutes les manières 
possibles un terme dans chacun d’eux. Si l’on prend les m 
premiers termes, on obtient le premier terme x” du pro- 
duit. Si l’on prend le second terme a dans le premier fac- 
teur binôme, et le premier terme x dans tous les autres, 

3 
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on obtient le produit ax™"* qui est du degré m — i ; prenant 
de même le second terme b dans le second facteur binôme 
et le premier terme x dans tous les autres, on a bx”‘~' ; en 
un mot, le second terme de l’un quelconque des facteurs 
binômes, combiné avec les premiers termes de tous les au- 
tres, donne au produit un terme en x”'~\ Réunissant tous 
ces termes du degré m — i , on voit que x”'~' a pour multi- 
plicateur la somme desin quantités a, b, c, A’, somme 

que pour abréger nous' désignerons par S,. Ainsi le second 
terme du produit est 

Prenons maintenant les seconds termes dans deux quel- 
conques des facteurs binômes, et les premiers dans tous 
les autres, nous formerons les termes du degré m — 2, tels 
que abx”'~^, acx”~*, bcx'"~*, etc. Si nous réunissons tous 
ces termes, nous voyons que mis en facteur commun, 
sera multiplié par la somme des combinaisons deux à deux 

des m lettres a, b, A. Désignons par Sj la somme de ces 

combinaisons, le troisième terme du produit sera S,®”*"’. 

En prenant de même les seconds termes dans trois quel- 
conques des facteui'S binômes et les premiers dans tous les 
autres, on formera les termes du degré m — 3 , tels que 
abcx”'~^, abdx"'~^, etc. Réunissant ces termes en un seul, 
et appelant S, la somme des combinaisons trois à trois des 

lettres a, b, A, on obtient le quatrième terme Sj-t”*"’ du 

•produit. 

En général, si l’on prend les seconds termes dans n quel- 
conques des facteurs binômes et les premiers dans les 
m — n autres, on forme les termes du degré m — n ; réu- 
nissant ces termes et représentant par S„ la somme des 

combinaisons n à 11 des m lettres a, b, A, on a le terme 

général du produit. 

On obtient les termes du premier degré en pienant les 
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seconds termes dans tous les facteurs binômes, excepté 
un, et le premier dans cet autre ; ces tenues réunis don- 
nent l’avant-dernier terme du produit S,„_)T. Enfin le pro- 
duit abc k des seconds termes de tous les facteurs bi- 

nômes, produit que nous désignerons par S„, donne le 
dernier terme du produit demandé. 

Ainsi le produit des m facteurs binômes se développe de 
la manière suivante : 


-1- -f 

3A. Supposons maintenant que les quantités a, b, c....k 
soient égales entre elles, le produit des m facteurs binômes 

(x-{-a)(z-}-6)(x-f c) (^ + A-) 

devient (x-j-a)”. Voyons à quoi se réduit le développe- 
ment : la somme S, des quantités o, b, c..../; se réduit hma, 
puisque chacune de ces quantités devient égale à a et qu’il 
y en a m. La lettre S, désigne la somme des combinai- 
sons deux à deux de ces mômes quantités; chacune de ces 
combinaisons devient égale à a’ ; et il y en a un nombre 
marqué par le nomltre des combinaisons de m lettres deux 

à deux, .soit^^-^^^ leur somme S, est donc égale à 

1.2 

— îl a». De même S, désigne la somme des combi- 

1.2 3 0 

liaisons trois à trois; chacune de ces combinaisons devenant 

égale à a’ et leur nombre étant leur 

, , m(m — 0 {"» — 2) , 

.somme égale — ^ a . 

1.2.3 

En général, S„ désigne la somme des combinaisons n à n 
des tn quantités a, b, c /t; ces quantités devenant égales 
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à a, chacune des combinaisons se réduit à a"‘, leur nombre 
étant le nombre des combinaisons de m lettres n à n, on a 

O _m(m—i)(m — a) (m — n+ i) 

' i.a.3 n “ • 

Enfin , le dernier terme , ou le produit des m quantités 

égales a, b, k, se réduit à a". 

On a ainsi la formule 


/â\ f I «if I 1 1 - 

(1) (x + a)“ = x” -j — ax""‘ -1 ^ a'x 

m(m — i)(m — a 


1 


1.3.3 


■a“x' 


+ + + 


connue sous le nom de formule du binôme. Elle est très-fré- 
quemment employée ; elle sert à former le développement 
d’une puissance quelconque d’un binôme. Le terme général, 
celui qui occupe le n-(-i' rang dans le développement, est, 
comme nous l’avons dit. 


m(m — i)(»n — a) (m — n-|-i) 

( 2 ) — ^ ^ a"x'" 


Si dans la formule (i) on remplace a par — a, on obtient 
le développement de (x — aj™. 


, , m , , i 

(x — o)” = x*" QX”“‘ -1- ■ 


± a" ; 


les signes alternent. 

35. Remarque I. Dans la formule du binôme, les expo- 
sants de X vont en diminuant graduellement d’une unité, 
ceux de a vont au contraire en augmentant ; la somme des 
exposants de a et de x dans chaque terme est constamment 
égale à‘«i. 
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/ 

Le nombre des termes du développement est m -j- i ; car 
les exposants de x forment la suite des m premiers nombres 
entiers, plus l’exposant zéro du dernier terme, 


m, m — I, m — a, » *> o> 

en tout m + i termes. 

36. Remarque II. Les coefficients des termes également 
distants des extrêmes sont égaux. Si l’on écrit la formule du 
binôme en laissant les lettres qui marquent les nombres de 
combinaisons, on a 

(z + a)" = a;“ + C|, ax"'* + Cl, a*x”- * + 

+ C^*a"-»x* + CZ~'a"‘-^x + a«*. 

Le premier terme et le dernier ont tous deux pour coefficients 
l’unité, le second terme et l'avant-dernier ont pour coeffi- 
cients et C”“‘ ; mais, en vertu d’un théorème démontré 
(n° 3o) , on sait que ces deux nombres sont égaux. De môme 
les troisièmes termes, à partir des deux extrêmes, ont pour 
coefficients les nombres égaux et C“~’, etc. 

37. Remarque III. Les coefficients se déduisent les uns 
des autres par une loi très-simple : Multipliez le coefficient 
du dernier terme obtenu par f exposant de x dans ce terme et 
divisez par le rang de ce terme, vous aurez le coefficient du 
terme suivant. 

En effet, nous avons trouvé pour le n-f-i* terme du dé- 
veloppement 


m{m — i) (jw — n -f- a) (m — « -|- >) 

i.a (« — i)n 




le terme précédent est 


(m-«-j-a) 

i.a (n — i) 
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On déduit le n-f i* terme du précédent en augmentant 
d’une unité l’exposant de a et diminuant d’une unité celui 
de X. Quant au coefficient , on le forme en multipliant le 
coefficient précédent par l’exposant m — n + i de a: dans ce 
terme précédent, et divisant par n, rang de ce terme. 

Exemples. 

11 importe de s’exercer à développer rapidement la puis- 
sance d’un binôme. La règle que nous venons d’indiquer 
facilite beaucoup le calcul. 

•1° (x-|- a)' = x'' -f- 7 ax® -f- 2 ia’x® -f- 55o’x‘ 

-j- 35a‘x'’ -|- 2 iû'x’ -|- a’. 

Pour passer du second terme au troisième, il faut mul- 
plier par 6 et diviser par 2 , ce qui revient à multiplier par 5. 
Pour passer du troisième terme au quatrième, il faut mul- 
tiplier par 5 et diviser par 3; on divisera d’abord 21 par 5, 
ce qui donne 7 , et l’on multipliera par 5, ce qui donne 35, 
Le développement contenant 7 -f- 1 ou 8 termes, et les 
coefficients des termes également distants des extrêmes 
étant égaux , une fois trouvés les quatre premiers, on écrira 
les quatre autres immédiatement. 

2° (x -|-o)* = x*-|- 8 ax'’-l- 28 a’x*-|- 56 a’x' 

-f 7 (iû‘x* 56(('x’-f- 28 a*x’-l- 8 a''x-f-a'‘. 

Le développement contient 9 termes; il est nécessaire de 
calculer les cinq premiers; arrivé au terme 7 oa‘x‘, on re- 
marque que les coefficients se produisent. 

3° (x — a)" = x" — 1 iax*° 55a’x’ — i65a’x* 

4 - 33oa*x’ — -j- /j 62 a®x* — 33oa'x‘ -f- iCSa^x’ 

— 53a*x’ -j- I ia*°x — a”. 
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Le nombre des tennes étant pair, le dernier terme a le 
signe — , et les termes qui ont même coefficient sont af- 
fectés de signes contraires. 

-i" [x — ay*=ix'* — 1 2ax"-l-GG<7*x'“ — 22oa’x’-f-4y5a‘j;’ 

— jgaa’x'’ -{- — ^çfi'ï'x’ -(- 4g5a“x‘ — 22 oa®x’ 

-l-GGa"’x’ — iaa"x-l-a'’. 

Le développement contenant un nombre impair de termes, 
le dernier a le signe et les termes qui ont même coeffi- 
cient sont affectés du même signe. 

38. Remarque IV. Les coefficienls vont en augmentant 
du commencement jusqu'au milieu du développement et en 
diminuant du milieu à la fin. En effet, le rapport du coeffi- 
cient de n -j- 1 * terme à celui du terme précédent est, 
comme nous l’avons dit, 

m — n 4" 1 


C’est par ce rapport que l’on multiplie le coelîicient du n* 
terme pour former celui du n l' terme. Les coefficients 
vont en croissant tant que ce multiplicateur reste supérieur 
à l’unité ; ils vont au contraire en décroissant quand ce 
multiplicateur devient inférieur à l’unité. Posons donc 

m — n 4 - 1 
1 > 


et résolvons cette inégalité par rapport à n, nous aurons 

m 4* 1 


n > 


l.a fraction — désigne la moitié du nombre des termes 
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du développement; ainsi les coefficients vont en croissant 
jusqu’au milieu. A partir du milieu, l’inégalité change de 
sens et les coefficients décroissent. 

Il y a deux cas à distinguer : i “ lorsque m est pair, le 
nombre des termes m + i est impair ; il y a au milieu un 
coefficient plus grand que tous les autres. Ainsi dans le dé- 
veloppement de (æ-f a)% dont nous n’écrivons ici que les 
coefficients 

I, 8, a8, 56 , 70, 56 , 28, 8, i, 

le coefficient 70 est le plus grand ; 2” lorsque m est impair, 
le nombre des termes est pair, il y a au milieu deux coeffi- 
cients égaux plus grands que tous les autres. Ainsi dans le 
développement de (x + a)’, dont les coefficients sont 

I, 7, 21, 35 , 35 , 21, 7, I, 

les deux coefficients 55 du milieu sont les plus grands. 

Ce qui précède donne une propriété des combinaisons 
qu’il est bon de remarquer. On demande, par exemple, de 
quelle manière il faut combiner huit objets pour avoir le 
plus grand nombre de combinaisons. 11 est clair qu’il faut 
les combiner 4^4; car les coefficients du développement 
de (a:-l- a)*, à partir du second, sont les nombres de com- 
binaisons que l’on peut former avec 8 objets, en les prenant 
1 ài, 2à2,5à3, etc...; le plus grand coefficient étant le 
cinquième, il en résulte que le nombre des combinaisons 
des 8 objets 4 5. 4 surpasse les autres nombres de combi- 
naisons. De même, avec 7 objets, on obtient le plus grand 
nombre de combinaisons en les prenant 3 à 3 ou 4 à 4. 

39 . Remarque V. Si dans le développement de (x + a)"* 
on fait x = i et a = 1 , chaque terme se réduit à son coeffi- 
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il 


cient, et l’on a 


.m fn(m— i) 

= » + 7 + ■ + + >. 


Ainsi la somme des coefficients du développement est égale 
à 2 **. 

En retranchant le premier coefficient qui ne désigne pas 
un nombre de combinaisons, on en conclut que le nombre 
total des combinaisons qu’on peut faire avec m objets, en les 
prenant de toutes les manières possibles, soit i à i , soit 
2 à 2, etc., est 2" — 1, 

'+c:= 2 --.. 

iO. Remarque VI. Si dans le développement de (x — a) 
on fait a: = 1 et a = i , on a 

o = i-d + Cl,-Cl + zhCZ, 

d’où l’on déduit 

+ = i + (C:. + c:.+ ). 

Ainsi , quand on forme toutes les combinaisons possibles 
avec m objets, le nombre des combinaisons qui renferment 
un nombre impair d’objets surpasse d’une unité le nombre 
des combinaisons qui renferment un nombre pair d’objets. 
Si donc on appelle « et v ces deux nombres de combinai- 
sons, on a 

U -j- U = a" — 1 
U — v=i. 

On en déduit 

« = ü = a“"' — 1 . 

Par exemple, avec lo objets on peut former en tout 
2*® — I, c’est-à-dire » 02 3 combinaisons. Parmi ces com- 
binaisons 5 i 2 contiennent un nombre impair d’objets, 
5 1 1 un nombre pair. 
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■ CHAPITRE III. 

PUISSANCE d’un polynôme. 

Permutations avec répétition, 

hi. Nous avons désigné par le nombre des penimta- 
tions que l’on peut former avec m lettres, quand toutes les 
lettres sont différentes. Supposons maintenant que, parmi 

ces m lettres, il y en ait a égales à a, les autres b,c,d, 

étant différentes ; voyons à quoi se réduit le nombre des per- 
mutations. Appelons x le nombre des permutations diffé- 
rentes que l’on peut former avec les m lettres proposées*, 
parmi lesquelles a sont égales à a. Si, dans chacun de ces 
arrangements, on laisse les lettres 6, c, d;.... à leurs places, 
et qu’on permute entre elles les a lettres a, on n’apportera 
aucun changement apparent dans l’arrangement; mais si 
l’on affecte les lettres a d’indices, 

• • • • 

afin de les distinguer les unes des autres, chacun des 
X arrangements précédents produira P^ arrangements dis- 
tincts. Comme on a maintenant m lettres différentes , on a 
formé de la sorte les P,„ permutations de m lettres diffé- 
rentes. On a ainsi 

P«, = ^ X Pflt ? 

d’où 



Par exemple, avec les trois lettres a^ a, b ^ dont deux sont 


permutations avec répétition. 
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égales à fl, on ne peut former que c’est-à-dire 3 periuu- 

‘ 1 

tâtions diflerentes 

aab, uha, baa. 

Pour reprendre le raisonnement sur cet exemple, afin de le 
rendre plus sensible, allectons d’indices les deux lettres a 
et permutons les deux lettres fl, et a^i Je premier arrange- 
ment aab fournira deux aiTangements distincts, a^n^b, 
a^a^b; le second aba fournira de même a,6a,, fljtfl,; le 
troisième donnera ba a., ba.a, ; on aura formé ainsi les six 
permutations 

a^a,b, a,ba^, ba,a,, 
a^afi, ajba, , ba^a ^ , 

des trois lettres différentes a,, a,, b. 

42. Supposons que, parmi les ni lettres, il y en ait 
a égales à a et ^ égales à b, les autres étant différentes, et 
appelons x le nombre des permutations que l’on peut 
former avec ces m lettres. Si l’on aûècte d’indices les 
^ letti-es b, afin de les distinguer les uns des autres, et que, 
dans chacun des arrangements précédents, on permute ces 
^ lettres, chacun de ces x arrangements fournira Pj arran- 
gements distincts, et l’on aura en tout xxPp arran- 
gements; ce sont les permutations de m lettres, parmi 
lesquelles a sont égales à a , les autres étant diffé- 

, P*“ 

rentes ; le nombre de ces permutations étant égal à ^ , 

* a 

on a 

X X Pp = p-; 

‘a 
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( 2 ) 


X = 


m 


Pa-Pp 


On peut continuer le même raisonnement indéfiniment. 
Si, parmi les m lettres, a sont égales à a, ^ à 6, y à c, les 
autres étant différentes , le nombre des permutations que 
l’on peut former avec ces m lettres sera exprimé par la for- 
mule 



m 


Pa.Pp.P/ 


et ainsi de suite. 

Par exemple, si l’on a cinq lettres a, trois lettres 6, deux 
lettres c, et une lettre d, avec ces onze lettres on peut 
former un nombre de permutations marqué par 


Pn 


1 .2.3.4‘5.C.7.8.q.io.i I 
^ — 27720. 


P5.P5.P2.Pj 1.2.5. 4. 5 X 1.2.3 X 1.2 X 1 


Combinaisons avec répétition. 


A3. Nous avons désigné par G” le nombre des combi- 
naisons que l’on peut faire avec m lettres différentes , en 

% 

les prenant n à n de toutes les manières possibles, chaque 
lettre n’entrant qu’une fois au plus dans chaque combinai- 
son. Supposons maintenant que l’on puisse répéter une 
même lettre autant de fois qu’on le voudra, et nommons 

D” le nombre des combinaisons que l’on formera de cette 
manière. Par exemple, avec quatre lettres différentes a, 6, 
c, d, quand une môme lettre n’entre qu’une fois dans 
chaque combinaison, on peut former quatre combinaisons 
trois à trois, 

abc y abdf acd, bcd; 


PERMUTATIONS AVEC RÉPÉTITION. A 5 

ce sont les combinaisons telles que nous les avons considé- 
rées jusqu’à présent. Mais si l’on peut répéter une même 
lettre, outre les combinaisons précédentes, on en aura 
d’autres 

aab, aac, aad, 
bba, bbc, bbd, 
cca, ccb, ccd, 
dda, ddb, ddc, 
aaa, bbb, ccc, ddd, 

dans lesquelles une même lettre entre deux ou trois fois. 
Dans cet exemple, on a donc C’ — D* = 20. 

Voici comment on peut trouver le nombre des combinai- 
sons avec répétition. Imaginons qu’on ait formé un tableau 
contenant toutes les combinaisons de m lettres n à n avec ré- 
pétition, et comptons le nombre des lettres écrites dans le 
tableau ; chaque combinaison contient n lettres , différentes 
ou non ; le nombre des combinaisons étant représenté par 
D" , le nombre total des lettres écrites dans le tableau est 
n X D" ; les m lettres y entrant toutes de la même manière, 
l’une d’elles, par exemple la lettre a, y entre un nombre 

de fois marqué par Maison peut trouver ce nom- 

m 

bre d’une autre manière; mettons à part les combinaisons 
qui contiennent la lettre a, et de chacune d’elles ôtons la 
lettre a une fois, il nous restera évidemment les combinai- 
sons des m lettres n — 1 à n — 1 avec répétition, combinai- 
sons dont le nombre est D^ ' ; en vertu du raisonnement 
précédent, la lettre a entre dans ces combinaisons un nom- 
bre de fois marqué par — ; si 1 on ajoute main- 
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tenant à chacune d’elles la lettre a supprimée, pour réta- 
blir les combinaisons primitives, on voit que la lettre a 
entrera dans le tableau un nombre de fois marqué par 


(n— i)xÇ‘ pn-i {m 4- n — i) xD;;, ‘ 
m "* ’ m 


donc 


(m-l-n — i]xDr‘ 


On a 


ou 


^ Dl- X ÏLh^üLl, 


On en déduit, en donnant successivement à n les valeurs 
2, 5, n, 

B’. = lCx^ = ”x^, 

2 13 




m 4- 2 

- ? 
O 

Wi -|- J 


n:=or X 


»î -|- K ■ 


Si l’on multiplie toutes ces égalités entre elles, les facteure 
intermédiaires disparaissent, et l’on obtient la formule 


(4) D- _ i)(w-f2) 

1 . 2.3 n 

Dans les combinaisons ordinaires , dont le nombre est 
désigné par G„, , le nombre »i des lettres qui entrent dans 
chaque combinaison ne peut surpasser le nombre m des 
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lettres données. Mais, quand on répète une même lettre 
autant do fois qu’on le veut, rien n’ empêche que u soit 
plus grand que m. 


Puissance d'un polynôme. 


44. Proposons-nous actuellement d’eflécluer le dévelop- 
pement de la puissance d’un polynôme, 

{a + b + c+ + kr, 

c’est-à-dire d’elléctuer le produit de m polynômes égaux 
entre eux; on sait que le produit de plusieurs pohnômes 
est la somme des produits que l’on obtient en prenant un 
terme dans chacun d’eux. Si nous prenons la lelre a dans a 
facteurs, la lettre b dans p autres, la lettre c dans y au- 
tres, etc. , nous aurons un terme de la forme 



la somme des exposants, ou le degré du terme, est con- 
stamment égale à m. 11 est évident que l’on obtient plu- 
sieurs fois ce même terme, autant de fois que l’on peut 
former d’arrangements avec a lettres égales à a, [1 lettres 
égales à h, y égales à c, etc. ; car à chacun de ces arrange- 
ments corre.spond une manière particidière d’obtenir le 
terme a^b^c^ ; en réunissant ces termes égaux, on aura 


P„.P< 





Le développement peut donc être représenté par la for- 
mule 


■ (5) (« + 4 + C 
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le signe S indiquant une somme de termes de la même 
forme. 

Toutefois, si l’un des exposants a, p, y, devient 

égal à zéro, il faut convenir que le symbole P,, qui n’a 
aucun sens par lui- même, sera remplacé par l’unité. Suppo- 
sons, par exemple , a = o ; on prend la lettre b dans ^ fac- 
teurs , la letti'e c dans y facteurs, etc ; le terme 

dans lequel la somme P -t- y -j- des exposants est égale 

km, est répété un nombre de fois marqué par le nombre 
des permutations que l’on peut former avec p lettres b, y 

P 

lettres c, Ce nombre est " — ; la formule générale 

* P* T 

conviendra, si l’on remplace P^ ou P, par l’unité. 

45. 11 est facile de trouver le nombre des termes du 
développement. Désignons par n le nombre des termes du 
polynôme que l’on élève à la m* puissance. Chaque terme 
du développement, abstraction faite du coefficient, est de la 
forme a*6M ou 

aaa bb cc 

il contient m lettres en tout; c’est une combinaison m à «i 

des n lettres a, b, c, k avec répétition ; le nombre des 

ternes du développement est donc égal au nombre des 
combinaisons de n lettres mk m avec répétition i c’est-à- 
dire à 


D" _ n(n+ i)(n-f 3) (n-f m- 1) 

" 1.3.3 m 


Ce nombre est égal au nombre des combinaisons de 
n -{- m — i lettres mk tn sans répétition ; mais on sait que . 
; on aura donc 
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» 


(7) D" = (”»+ + (m + n — i) 

1.3 (n — I ) 

On appliquera l’une ou l’autre de ces formules suivant les 
cas. 


46. Considérons en particulier le carré (a -f 4 -j-c-f...)’ 
d’un polynôme, ou le produit - 

[a + b+c + )x(«+6 + c + ) 


de deux polynômes égaux. Si l’on prend la même lettre a 
dans les deux polynômes, on a le terme a’ : comme on ne 
peut obtenir ce terme que de cette manière, son coeflicient 
est l’unité. Si l’on prend une lettre a dans l’un des poly- 
nômes, et une autre lettre 6 dans l’autre, on a le terme ab; 

est évident que ce terme peut être obtenu de deux ma- 
nières, soit qu’on prenne la lettre a dans le premier poly- 
nôme, la lettre b dans le second, ou la lettre a dans le 
second, la lettre b dans le premier ; ces deux manières cor- 
respondent aux deux arrangements ab et ba ; le coelïïcient 
de ce terme sera donc égal à 2 , et l’on aura zab. On con- 
clut de là, que le carré d'un polynôme est égal à la somme 
des carrés de tous ses termes, plus deux fois la somme des 
produits des termes deux à deux. 

Considérons encore le cube (a -j- 6 -f- c -J- )’ d’un 

polynôme. D’après la formule générale (5) , le développe- 
ment contiendra trois sortes de termes ; 1 • des termes de la 
forme a’ ayant pour coefficients l’unité ; 2 ” des termes de la 

P 

forme a'b ayant pour coefficients ou 3 ; 5“ des termes 


P 

de la forme abc, ayant pour coefficients ou 6. On 

* i”i‘ I 

en conclut que le cube d’un polynôme est égal à la somme 


i 
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des cubes de ses différents termes, plus trois fois la somme des 
produits que ton obtient en multipliant le carré d’un terme 
quelconque par un autre terme, plus six fois la somme des 
produits des termes trois à trois. 

Si l’on applique la foruuile générale (5) au développement 
de la puissance d’un binôme, on a 

Cette formule est la même que celle trouvée précédemment 
(n“ 34), puisque a -j- P = et que (n° 5o) 

/-.a _ a 

P P '^m 

* a • * w-i 

Racine d’un polynôme. 

47. Proposons-nous d’abord d’extraire la racine carrée 
d’un polynôme entier P, ordonné suivant les puissances 
décroissantes d’une lettre x; nous supposerons qu’il existe 
un polynôme entier qui, élevé au carré, reproduise exacte- 
ment le polynôme proposé. Représentons par les lettres a, 
b, c, les différents tonnes de ce polynôme racine, or- 

donné aussi suivant les puissances décroissantes de x. Nous 
aurons 

P = («-f-4-l-c-f-, )« 

= a’ + =# + c-f ) + (b + c + )*. • 

Le terme a‘, étant d’un degré plus élevé que. tous les 
autres tonnes dt|développement, et ne se réduisant pai’ con- 
séquent avec aucun autre, est égal au premier terme du poly- 
nôme P ; on obtiendra donc le premier terme a de la racine, 
en extrayant la racine carrée du premier terme du polynôme 
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proposé. Si du polynôme on retranche le carré du premia- 
terme de la racine, et si l’on appelle R le reste, il vient 

R = 2a[ù-\-c -j- ) “f" “f" ^ }"• 

Dans le second membre, la première partie est d’un degré 
plus élevé que la seconde ; or le premier terme de cette 
première partie est aab; ce terme 2«6, étant ainsi d*un 
degré plus élevé que tous les autres, est égal au premier 
terme du polynôme reste R; on obtiendra donc le second 
terme b de la racine en divisant le premier terme du reste 
R par 2U, c’est-à-dire par le double du premier terme de 
la racine. 

Si l’on groupe maintenant les deux premiers termes de la 
racine qui sont connus, on a 

P=((a-f ^)-f )j* 

. =(a + ô)‘-l-2[a + b)(c + d + ) + )*. 

En retrancliant du polynôme proposé le can é de la somme 
des deux premiers termes de la racine et apj)elaiit R' le ‘ 
nouveau reste, on a 

R'=2(a-fi) (C + C/+ ) + (C + c/ + )*. 

Dans le second membre, la première partie est d’un degré 
plus élevé que la seconde, et le premier terme de cettejpre- 
mière partie est 2ac; le terme 2uc, étant ainsi d’un degré 
plus élevé que tous les autres, est égal au premier terme du 
polynôme R' ; on obtiendra donc le troisième terme c de la ' 
racine en divisant le premier terme du second reste IV par 
2 a, c’est-à-dire parle double du premier terme de la racine. 

Si l’on groupe actuellement les trois premiers termes de 
la racine, on a 

P = [(a + 64-c) + (rf4.e + )]> 

= 6 -|- c)* 2{fl -|- 5 -{- c) (d -j- .)*. 
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Retranchons du polynôme proposé le carré de la somme des 
trois premiers termes de la racine, et appelons R" le nou- 
veau reste, nous aurons 

R"=*(« + * + c)(rf + e+ ) + (rf + c+ )*. 

Le premier terme de ce reste est égal à nad; si on le divise 
par 2 a, on obtiendra le quatrième terme d de la racine. 

On continuera de cette manière jusqu’à ce qu’on anive 
au dernier terme de la racine, tel qu’on l’obtient directe- 
ment. Car le même raisonnement s’applique lorsque le po- 
lynôme est ordonné par rapport aux puissances croissantes 
de a:; on obtiendra donc immédiatement le dernier terme 
en extrayant la racine carrée du dernier terme du poly- 
nôme proposé. Si l’opération conduit à ce dernier terme, 
et si le reste suivant est seul, on en conclut que le poly- 
nôme proposé est cai-ré parfait. 11 est clair qu’on peut chan- 
ger les signes de tous les termes de la racine , ce qui ne 
change pas le cairé. 

On peut simplifier un peu le calcul des restes, comme on 
le fait en arithmétique. Quand on a trouvé les deux premiers 
termes de la racine, il faut, du polynôme proposé, retran- 
cher (a -1- by, c’est-à-dire a’ -j- 2ab-{-b'; comme on a 
déjà retranché a*, il suffit de retrancher du reste la quantité 
2a6 -f b' ou (2a -[- b)b. De même, quand on a trouvé le troi- 
sième terme c, il faut, du polynôme proposé, retrancher 
( a 6 -j- c)’, c’est-à-dire (a -}- ô) ’ 2 (a -f- 6) c -j- c’ ; 

comme on a déjà retranché (a -j- ô)*, il suffit de retrancher du 
second reste R la quantité 2 (a -j- 6) c -j- c’ ou (20 26 -j- c) c. 

En général, quand on aura trouvé un nouveau terme de la 
racine, à la droite du double de la partie précédemment 
obtenue, on écrira ce nouveau terme, on multipliera par ce 
terme, et l’on retranchera le produit du reste précédent. 
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Considérons, par exemple, le polynôme 

a 5 x' — 70X* + 89X* — gGx’ + 58 x’ — a/ja; 9. 

Pour que ce polynôme soit le carré d’un polynôme entier, 
^il faut d’abord que le premier et le dernier termes soient des 
carrés parfaits ; c'est ce qui a lieu ici. Si le polynôme racine 
existe, son premier terme sera 5®", son dernier terme ± 3. 
En effectuant l’opération comme nous l’avons dit, on arrive 
au dernier terme — 3, et à un reste riul. La racine cherchée 
est 5®’ — 7 ®’ +4® — 3. 


' — 70®'-!- 89 ®* — 96®’-|-58®’ — a4®-!-9 

5®’ — 7 ®’-!- 4® — 3 

-f70®'— 49®’ 

1 0 ®’ — 7 ®* 

-|-4o® * — 96 ® ’-f 58®* — a4®-f 9 

10 ®’ — i4®’-!-â® 


— 4ox*+56®’ — 16®* 10®’ — 14®’+8® — 3 

3o®’-l-4 2 ®’— 24'^+9 

-f3o®’ — 4a®’+a4 ® — 9 

O 

48. On suivra une marche analogue pour l’extraction de 
la racine m' d’un polynôme. Supposons toujours le poly- 
nôme P ordonné par rapport aux puissances décroissantes 
de®, et appelons encore a, 4, c,.... les diilérents termes de 
la racine. On a 

P = (« + * + c+ r 

= fl’" + ma"''(6 + c+ ^ «""'{é-l-c -}-•*•)’ + . ■• 

I . a 

Le premier terme du polynôme proposé est égal à o"; en 
extrayant la racine m* de ce premier terme, on obtiendra le 
premier terme de la racine. Si du polynôme on retranche a", 
on a 

1 . 2 
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le premier terme du reste H est égal à ma"' 'b; en divisant 
ce premier terme par ma"'’, on obtiendra le second terme 
b de la racine. Considérons maintenant l’expression 

P = lia + b)-i-{c + d-i- )]“ 

= (a-f-6)'»-|-m(a + 6)’^‘(c + c/+ ) + ; 

et retranchons (o + b)", nous aurons un reste 

R' = m(a + 4]*-'(c + «f+ ) + 

dont le premier terme est en divisant ce premier 

terme par ma"'’, on obtiendra le troisième terme c de la 
racine, et ainsi de suite. 


CHAPITRE IV. 

NOMBRES FIGURÉS, PILES DE BOULETS. 

Pyramide à base carrée. 

49. Considérons une pyramide ayant pour base un caiTé 
de m boulets au côté ; sur la base est placé un autre carré 
ayant ni — i boulets au côté ; sur celui-ci 
un carré ayant m — 2 boulets, et ainsi de 
suite jusqu’au sommet formé d’un seul 
boulet. Le nombre des boulets contenus 
dans chaque tranche étant un carré par- 
fait, le nombre total des boulets contenus 
dans la pyramide est la somme des carrés des m premiers 
nombres entiers. 

Voici une manière très-simple d’obtenir cette somme. Si' 
dans l’égalité 

(m-j- 1 )’ = m’ -f- 3m* -j- 3m -|- i, 
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on donne à m successivement les m valeurs i, 2 , 3 m, 

on a 

2’=i» + 3.i* + 3.i + i, 

3» = 2*4-3.a’ + 3.a4-«, 

4> = 5>4-3.5’ + 3.3-1-i, 


(m-|- i)’ = jw’-l-3.m*-|*3w4- 1 ; 

en faisant la somme et supprûnant les nombres 2 ’, 5’, 

m’, qui se trouvent dans les deu.x membres, on obtient 
l’égalité 

(m+i)»=i= + 3(i’ + 2*-|-3‘ +m’) 

-+-3{i + 2 + 3 -l-m)4-»n- 

Si, pour simplifier, on désigne par S, la somme des 
m premiers nombres entiers, et par S, la somme de leurs 
carrés, cette égalité devient 

(m 1 )’ = » -J- 3[S, -}- S,) + m ; 

on en déduit 

3{S, + S,) = (»n + i)» — (m+i) = (m4-i)(m* + am) • 

La somme des m premiers nombres entiers étant la somme 
des termes d’une progression arithmétique, on a 

„ _rn(m+i) 

S._ — . 

Si l’on remplace S, par sa valeur, il vient 

_o / I 1 , 3m(»i4-i) m{m4- i)(2m4- 1 ) 

3S,=m(TO-4- i)(n»-[-a) ! — ■ — ' = — — ! — ! — 

a 2 

d’où 

(1) S = ”«(”»+ »)(gw + i) 
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6R 

Telle est la formule qui donne le nombre des boulets 
contenus dans la pyramide à base carrée. Par exemple, si 
m = 10 , on trouve S, = 385. 


Pyramide triangulaire. 


60. Une pile de boulets triangulaire a pour base un 
triangle équilatéral ayant m boulets au côté ; sur la base 
est placé un autre triangle ayant m — i boulets au côté; 
sur celui-ci un triangle ayant m — a boulets au côté, et 
ainsi de suite jusqu’au sommet qui est formé d’un seul 
boulet. 

Chaque triangle est formé de lignes de boulets disposées 
comme l’indique la figure; la première 
ligne contient i boulet, la seconde 2 , 
la troisième 3, etc. ; de sorte que le 
nombre des boulets contenus dans un 
triangle ayant m boulets de côté est la 
somme des m premiers nombres entiers, c’est-à-dire 

— i — ■ — -, Mais on a 



1 ) m* , m 

— — — — ' “P • 

2 a a 


Il en résulte que le nombre total des boulets, contenus 
dans la pile triangulaire qui a m boulets au côté de la 
base, est égal à la moitié de la somme des canés des 
m premiers nombres, plus la moitié de la somme de ces 
m premiers nombres. On a donc en désignant par x le 
nombre cherché 

S.-fS, 

XS5 -, 

a 
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Nous avons trouvé dans le numéro précédent 
3 (S, + S,) = ffi(»î+ i)(m + 2 ). 

On en déduit 

( 2 ) ^_ m(m+,)(m + 2 ) 

1 . 2.5 

Par exemple, si la pyramide a 8 boulets au côté à la base, 

elle renferme ou 1 20 boulets. 

. 1.2.3 

Pile à base rectangulaire. 

51 . Imaginons une pile dont la base soit un rectangle 
ayant m boulets d’un côté et n de l’autre, m étant plus 
grand que n ; sur la base est placé un second rectangle de 
m — 1 boulets sur n — 1 ; sur celui-ci un 
troisième rectangle de wi — 2 boulets sur 
fl — 2 ; et ainsi de suite. On arrive enfin au 
n' rectangle qui a m — (n — 1) boulets à 
l’un de ses côtés sur n — (n — i) à l’autre, c’est-à-dire 
m — n -t- 1 sur I ; c’est une ligne ou arête de m — n -f- 1 bou- 
lets qui forme le sommet de la pile. 

Si l’on redescend du sommet à la base, on trouve d’a- 
bord la ligne supérieure de m — n-f- 1 boulets; au-dessous 
est un rectangle composé de 2 files renfermant chacune 
m — n-f2 boulets; au-dessous un troisième rectangle 
renfermant 3 (in — « - 1 - 3 ) boulets et ainsi de .suite. En 
général le rectangle de rang ft, à partir du sommet, con- 
tient k {m — n -H fe) boulets ; mais on a 

A(m — n -j- k) = l{[m — n) -t- k'. 

Si dans cette égalité on donne à k successivement les n va- 



V 
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leurs J, 2, 3, n, afin d’obtenir les n rectangles dont 

se compose la pile, on a 

1 (m — n 1 ) = 1 (»n — «) -j- i 
2(m ft-j-2) = 2(OT — n)-l-2*, 

3[w — n 4- 5) = 3(w — n) +3’, 


n[m — n-{-n] = n[m — ») 

En faisant la somme, on voit que le nombre total des bou- 
lets contenus dans la pile rectangulaire est égal à la somme 
des carrés des n premiers nombres, plus la somme de ces 
nombres multipliée par m — n. On a donc, en appelant x 
le nombre cherché, 


6 1 

OU, plus simplement, 

/Q\ n(w-fi)(5m— n+i) 


Par exemple , si le rectangle de base a 1 5 boulets d’un 


côté sur dix de l’autre, la pile contiendra 


10. 1 1.36 
6 


ou 


66o boulets. 

La méthode que nous avons employée revient à décom- 
poser im rectangle quelconque k (m — n-f-ft) en un carré 
k* et un rectangle (m — n) k comme l’indique la figure, et 
il est à remarquer que ce second rectangle a un côté con- 
stant m — n, ce qui permet de faire la somme. 
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Sotnme des puissances semblables des termes d'une progression 
arilhmdique. 

52. La méthode que nous avons suivie pour trouver la 
somme des carrés des m premiers nombres peut être em- 
ployée pour trouver la somme des puissances semblables 
des termes d’une progression arithmétique. Considérons une 
progression arithmétique 

formée de n termes et appelons r la raison. Nous désigne- 
rons par Sm la sonime des m" puissances des différents termes 
de cette progression. On a, d’après la formule du binôme, 

6"+' = (a -f r)"-' = a"'r -J- C^, -1- ... -f- r"+', 

c’^*' = (i -f ô-r + C^, 6"-'r* -j- . . . -f r"^', 


{A + r + C1.+. A-r + C* A— r« + . . . + . 

Si l’on ajoute ces égalités, les termes b""*', c"^‘ dis- 

paraissent, et l’on obtient la relation 

(4) (A+,r"'-a’""‘=CU.rS.+C’„,,r*S„_,...+Ct,„r«S.+nr»-‘. 

Si l’on fait m = 2 , cette relation donnera S,, au moyen 
de S,. Si l’on fait ensuite m = 5, elle donnera S,, au moyen 
de S, et de S, ; et ainsi de suite. 

Cherchons, par exemple, la somme des cubes des n pre- 
miers nombres ; on fera a = i , r = i , k = n, m = 3 ; la rela- 
tion précédente devient 

(n-f- i )‘— 1 = 4 Sj + 6 S, -[- 4 S 1 -j- n , 
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en remplaçant Sj et S, par leurs valeurs (n° 4g) , on en déduit 



La somme des cubes des n premiers nombres est égale au 
carré de la somme de ces nombres. 

On peut mettre la relation (4) sous une forme symbo- 
lique, qu’il est plus aisé de se rappeler. 

Concevons, en effet, que l’on développe l’expres- 
sion (S + d’après la formule du binôme et que l’on 
remplace ensuite les exposants de la lettre S par des indices, 
c’est-à-dire qu’au lieu de S’" on écrive S„; le dernier terme 
du développement étant on écrira Sor"^', ce qui fait 
nr"^', puisque S« = n; la relation (4) pourra être mise sous 
la forme 

(5) (S-f = a*”‘. 

Triangle de Pascal. 

53, On appelle triangle arithmétique, ou triangle de 
Pascal, le tableau suivant qui renferme les coefficients des 
puissances successives du binôme : 


I 

3 1 


3 

3 

1 






4 

6 

4 

I 





5 

10 

10 

5 

1 




6 

i5 

30 

i5 

6 

1 



7 

31 

35 

35 

31 

7 

1 


8 

38 

56 

70 

56 

38 

.8 

1 

9 

36 

84 

is6 

136 

84 

36 

9 » 

10 

45 

130 

310 

35s 

310 

120 

45 10 
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La première ligne horizontale renferme les coefficients 
de la première puissance du binôme x-\-a, la deuxième 
les coefficients du développement de (x + a)’, la troisième 
ceux de (x + a)’; en général la m' ligne horizontale ren- 
ferme les coefficients du développement de (x + a) ", c’est- 
à-dire en mettant à part le premier coefficient i , les nom- 
bres de combinaisons de m objets, pris i à i , 2 à ‘i , etc. 

En faisant abstraction de la colonne des unités, on voit 
que la première colonne verticale contient les nombres de 

combinaisons une à une de 1, 2, 3 , objets, la seconde 

les nombres de combinaisons deux à deux de 2, 3 , 4, 

objets ; en général la n‘ colonne (toujours abstraction faite 
de celle des unités que l’on ne compte pas) contient les 
nombres de combmaisons n à n de n, n-f- 1, n 2, .... 
objets. 

En un mot la m ’ ligne horizontale renferme les nombres 
de combinaisons de m objets, la n' colonne verticale les 
nombres de combinaisons n k n. Ainsi le nombre placé à 
l’intersection de la m' ligne horizontale et de la n* colonne 
verticale est C]),. 

Chaque nombre du triangle arithmétique égale le nombre 
placé au-dessus de lui, plus le nombre placé à gauche de 
ce dernier. Ainsi le nombre 35 de la 7* ligne égale le 
nombre 20 placé au-dessus de lui, plus le nombre i 5 
placé à gauche de 20. Ceci résulte de la relation 

que nous avons démontrée au n° 3 1 ; C^_, est effectivement 
placé au-dessus de C“ dans la même colonne verticale, 
et est placé à gauche de dans la même ligne ho- 
rizontale. 
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C2 

Cette propriété sert à la formation du tableau ; suppo- 
sons écrites les trois premières lignes, on dira 3 et i font 4^ 
3 et 3 font 6, i et 5 font 4; écrivant à la suite l’unité, on 
aura la quatrième ligne. On dira de même 4 et i font 5, 
6 et 4 font 10 , 4 et ti font lo, i et 4 font 5, et l’on écrira 
à la suite l’unité, ce qui donne la cinquième ligrie, et ainsi 
de suite. Chaque ligne horizontale se déduit de la ligne 
précédente. 

54. Théorème. La somme des m premiers montres d'une 
colonne verticale quelconque est le m” nombre de la colonne 
suivante. 

En d’autres termes, le m" nombre d’une colonne verti- 
cale quelconque est la somme des m premiers nombres 
de la colonne précédente ; ceci résulte de la loi de forma- 
tion du tableau. Consiilérons, par exemple, le nombre 5G, 
sixième nombre de la troisième colonne (on fait toujours 
alîstraction de la colonne des unités); ce nombre égale tn 
plus 35, mais 35 égale i5 plus 20 , 20 égale 10 plus jo, 
10 égale 6 plus 4, 4 égale 3 plus 1 ; on a donc 

5 t> 2 1 — 1 D “h 1 0 — |- 6 -j- û I ÿ 

donc ce nombre 56 est la somme des six premiers nombres 
de la deuxième colonne. 

A l’inspection du tableau 011 voit que le premier nombie 
de la n* colonne verticale se trouve dans la n' ligne hori- 
zontale; le second dans la n -f- r, le troisième dans la 
n 2 '. En général le m' nombre de la n' colonne ver- 
ticale se trouve dans la ni n — i ligne horizontale; c’est 
donc 

_ (m-f- n— i)(wi — n— 2 ) m 

1 . 2.5 n 

ou 
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ni(M+ i) (wî-|-n — i) 


55 . Iæs propriétés du triangle de Pascal permettent de 
trouver immédiatement le nombre des boulets contenus 
dans une pile triangulaire, nombre que nous avons déjà 
obtenu par un autre procédé. La première colonne verticale 
comprend les nombres entiers consécutifs, ou les nombres 
figurés du premier ordre. Un triangle de m boulets au côté 
étant formé de m files successives, le nombre des boulets 
contenus dans ce triangle est la somme des «i premiers 
nombres de la première colonne verticale; c’est le ni' nom- 
bre de la seconde colonne, soit, en faisant 11 = 2 dans la 
formule ( 6 ), 

1.2 

Ainsi les nombres 1, 5 , 6 , , de la deuxième colonne 

verticale du triangle aritlimétique sont les nombres trian- 
gulaires, ou les noralires figurés du second ordre. Ces 

nombres sont représentés par la formule générale 

Une pile triangulaire de m boulets au côté de base est 
formé de m triangles successifs; si l’on descend du som- 
met à la base, on voit que la pyramide est la somme des 
m premiers nombres triangidaires, c’est-à-dire des m pre- 
miers nombres de la deuxième colonne verticale du triangle 
ai’ithméticpie ; c’est le m' nombre de la troisième colonne, 
soit, en faisant ri = ô dans la formule (G), 

i)(wi-j-î) 

1.2,5 

Ainsi les nombres 1, 4 » >o, 20, 35 , inscrits dans la 

troisième colonne verticale sont les nombres pyramidaux, 
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«>â 

OU les nombres figurés du troisième ordre. Les nombres de 
la colonnne suivante expriment des sommes de pyramides, 
et ainsi de suite. 

Après avoir évalué de cette manière la pyramide trian- 
gulaire, on obtient aisément la pyramide à base carrée. 
On peut décomposer le carré de base en deux triangles 
équilatéraux ayant, le premier m boulets 
au côté , le second m — i ; si l’on ima- 
gine cliaque carré décomposé de la même 
manière, on voit que la pyramide carrée 
est la réunion de deux pyramides trian- 
gulaires ayant, la première m boulets au 
côté de base , la seconde m — i . Le nombre des boulets 
contenus dans la pyramide carrée est donc la somme des 
nombres de boulets 

>7!(m4- ij(m 4-“)^ 1 (”* — 

1.2.3 1.2.3 

contenus dans les deux pyramides triangulaires, soit, en 
simplifiant, 

m[m-\- i)(2m-}-l) 

6 • 

Exercices. 

1" Trouver le plus grand terme du développement 
de (o b)"'. Déterminer ensuite la limite du rapport des 
exposants de a et de i» dans ce plus grand terme, quand m 
augmente indéfiniment. 

2° Trouver le plus grand ternie du développement de 
(a-f ô-f-c)". Déterminer ensuite les limites des rapports 
des exposants de a, b, c dans ce plus grand terme, quand 
m augmente indéfiniment. 
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3° Dans un jeu de 3 a cartes, on tire trois cartes au hasard. 
Quelle est la probabilité que ces trois cartes formeront un 
brelan, c’est-à-dire seront trois as, ou trois rois, ou trois 
dames, etc. ? 

4' Dans un jeu de 3 a cartes, on tire encore trois cartes 
au hasard. Quelle est la probabilité que ces trois cartes se- 
sont trois cartes de même couleur formant 3i (l’as compte 
pour 1 1 )'^ 

6* Dans un jeu de dominos on prend deux dominos au 
hasard. Quelle est la probalité que ces deux dominos 
pourront se placer l’un à la suite de l’autre? 

6” Quelle est la probabilité des différents nombres dans 
le jet de deux dés? Quel est le nombre qui offre la plus 
grande probabilité? 

7" Une urne renferme deux boules blanches, deux noires 
et deux rouges. On en tire trois au hasard. Quelle est la pro- 
babilité qu’on amènera une boule blanche, une noire et une 
rouge? 

8° On a quatre lettres a, trois lettres b et deux lettres c. 
Combien peut-on former d’arrangements cinq à cinq avec 
ces lettres? 

9“ Combien peut-on former de combinaisons avec n -f a 
objets pris n à n, les deux derniers objets pouvant être ré- 
pétés? 

10® Étant donnés n points dont trois ne sont pas en 
ligne droite, on les joint deux à deux par des droites. 
Quel est le nombre des points d’intersection de ces droites 
entre elles? 

Il® De combien de manières peut-on partager en trian- 
gles par des diagonales un polygone convexe de n côtés? 
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LIVRE III. 

SÉRIES. 


CHAPITRE PREMIER. 

PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES SÉRIES. 

56. On appelle série, en mathématique, une suite indé- 
finie de quantités qui se déduisent les unes des autres 
suivant une loi déterminée. Ces quantités sont les termes 
de la série. 

Lorsque la somme des termes de la série tend vers 
une limite finie et déterminée, on dit que la série est 
convergente. Dans le cas contraire, on dit quelle est diver- 
gente. 

Nous désignerons les termes successifs d’une série par 

^0) **1» *^S* **J5 • • • • . 

et par S„ la somme des n premiers termes : 

S» = “o + Mi + Wj+ 

Si la somme des n premiers termes tend vers une limite 
finie S, lorsqu’on prend un nombre de termes de plus en 
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plus grand, la série est convergente ; sinon, elle est diver- 
gente. 

Il importe de bien préciser la définition des séries con- 
vergentes. Quand on dit que la somme des termes de la 
série tend vers une limite finie et déterminée S, cela 
signifie que l’on peut prendre n assez grand pour que la 
somme S„ des n premiers termes, et chacune des sommes 

salivantes S»+i, S„+„ , diffère de la limite S d’une 

quantité moindre qu’une quantité donnée, si petite quelle 
soit. 

La progression géométrique, prolongée à l’infini, nous 
donne un premier exemple de série. Soit a le premier terme, 
r la raison; la série s’écrit 

a, ar, ar*, ar’, 

La loi de formation de la série est très-simple ; on déduit 
chaque terme du précédent en le multipliant par un nombre 
constant r. 

Si la raison r, en valeur absolue, est plus grande que 
l’unité, les termes de la série vont en augmentant indéfini- 
ment; il est clair que, dans ce cas, la somme des termes 
ne peut tendre vers une limite déterminée; la série est 
divergentè. 

Si la raison, en valeur absolue, est plus petite que Tu- 
nité, les termes de la série diminuent indéfiniment, de 
manière à devenir plus petits que toute quantité donnée. 
Nous avons trouvé pour la somme des n premiers termes 
(I” partie, livi'e iv, chap. Il), 

Ou— ■ ■ . . — — 

1 — r 1 — r 

Si l’on prend un nombre de termes de plus en plus grand. 
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la quantité — - devenant plus petite que toute quantité 

donnée, on voit que la somme des termes tend vers une 
limite finie et déterminée, 


1 — r 

Ainsi, dans ce cas, la série est convergente; cette limite 
° - est ce que l’on appelle la somme des termes de la 
série. 

Quand la raison r est positive, ainsi que le premier terme a, 
tous les termes étant positifs, la somme des termes va con- 
stamment en augmentant, à mesure qu’on en prend un nombre 
plus grand, et elle se rapproche de plus en plus de la limite S. 
Quand la raison est négative, la somme est alternativement 
plus grande et plus petite que la limite S, dont elle se rap- 
proche en oscillant de part et d’autre. 

67. Une' première condition nécessaire pour qu'une série 
soit convergente, c’est que ses termes tendent vers zéro.. Nous 
ferons voir, en effet, que, dans toute série convergente, on 
peut prendre n assez grand pour que le terme u„ et chacun 
des termes suivants u,q.,, u„^„.... soit plus petit qu’une 
quantité donnée a, si petite qu’elle soit. Puisque la série est 
convergente, on peut prendre n assez grand pour que cha- 
cune des sommes 

, S„^,, 

diffère delà limite S d’une quantité moindre que ~. Les deux 
sommes S, et Sn+i« différant de la limite S d’une quantité 
moindre que diffèrent entre elles d’une quantité moindre 
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que a ; mais la différence de ces deux sommes est le terme 
de la série; on en conclut que ce terme u, est plus petit que a. 
De même, les deux sommes et S^,, différant de la limite S 

d’une quantité moindre que leur différence, c’est-à-dire 

le terme w^, de la série, est moindre que a, et ainsi de suite. 
Ainsi chacun des termes 


**n+t> **n+l* 

est moindre que la quantité donnée a, ce qu’on exprime en 
disant que les termes de la série tendent vers zéro. 

• C’est ce qui a lieu dans la progression géométrique décrois- 
sante; ses termes deviennent en effet plus petits que toute 
quantité donnée. 

58. Mais cette condition n’est pas suffisante ; les termes 
d’une série peuvent tendre vers zéro sans que la série soit 
convergente. Un exemple très-simple mettra cette proposi- 
tion en évidence. Considérons la série 


;+;+i+i+- 


formée de fractions ayant pour numérateurs l’unité, et pour 
dénominateurs les nombres entiers consécutifs; le terme 

général ^ tend vers zéro, et cependant la série est diver- 


gente. 

Prenons, en effet, le troisième et le quatrième terme 


i+i 

3 ^ 4 ’ 


et remplaçons i par la quantité plus petite 7 , nous aurons 

O 4 


i + i-? 
3 + 4>4 + 4 4’ 
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plus simplement 


1,1 I 

3 + pâ* 


Prenons maintenant les quatre termes suivants 


5 “ 6 ^ 7 ^ 8 ’ 

et remplaçons chacun des trois premiers par la quantité plus 
petite -, nous aurons 

O 


5 ^ 6 ^ 7^88 


1 

a* 


En prenant de même les huit termes suivants, et rempla- 
çant chacun d’eux par ^ , on aura 



. » 8 
"*■16^16 


1 



et ainsi de suite indéfiniment. Nous formons ainsi une infi- 
nité de groupes dont chacun est plus grand que dojacla 

somme des termes augmente au delà de toute limite, et par 
conséquent la série est divergente. 

59. Quand nous disons que les termes d’une série con- 
vergente tendent vers zéro, cela ne signifie pas qu’ils dimi- 
nuent continuellement, de manière que chacun d’eux soit 
plus petit que le précédent. Écrivons, par exemple, la 
progression décroissante 


+ + 5 + + ^ + 
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‘ L L * I • I ' I ‘ I 

â + ‘ + 8 + 4'^^ + T6 + 


la série reste évidemment convergente ; les termes tendent 
vers zéro, mms avec des alternatives de croissance et de 
décroissance. 

Après ces considérations préliminaires, nous distingue- 
rons deux sortes de séries, celles dont tous les termes sont 
positifs, et celles dont les termes sont, les uns positifs, les 
autres négatifs. 


Séries dont les termes sont positifs. 


60. Théobême I. Une série dont les termes sont posi- 
tifs, et dont la somme des n premiers termes conserve une 
valeur finie, quand n augmente indéfiniment, est convergente. 

On dit qu’une grandeur variable conserve une valeur 
finie, lorsqu’elle reste constamment inférieure à une gran- 
deur déterminée A que l’on peut assigner. Puisque les 
termes de la série proposée sont tous positifs, la somme 
des n premiers termes va en augmentant à mesure que n 
augmente. Si elle conserve une valeur finie, la somme crois- 
sante tend évidemment vers une certaine limite quelle ne 
peut dépasser; celte limite est la plus petite des quantités 
auxquelles la somme variable reste constamment inférieure. 
Donc la série est convergente. 

61. Remarque. Ce théorème doit être borné aux séries 
dont les termes sont positifs; lorsque les termes sont 
affectés de signes différents, de ce que la somme conserve 
une vtJeur finie, on ne peut plus conclure la convergence 
de la série. Soit, par exemple, la série 

1 — 1 + 1 — 1 + ; 
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si l’on prend un nombre de termes de plus en plus grand, 
la soinme est alternativement i et o ; quoique restant finie, 
elle ne tend pas vers une limite déterminée, et la série est 
divergente. 

Ceci fait voir qu’une série peut être divergente de deux 
manières ; soit que la somme des n premièrs termes aug- 
mente à l’infini, soit que la somme, conservant une valeur 
finie, ne tende pas vers une limite déterminée. Dans les sé- 
ries dont tous les termes sont positifs, le premier mode de di- 
vergence se présente seul, puisque la série est convergente, 
toutes les fois que la somme reste finie ; mais, dans les séries 
dont les termes sont affectés de signes différents, les deux 
modes de divergence peuvent se présenter suivant les cas. 

62. Théorème II. Lorsqu'une série a tous ses termes posi- 
tifs et respectivement moindres que les termes correspondants 
d'une série convergente, dont tous les termes sont positifs, 
celte série est aussi convergente. 

Il est clair en effet que ^la somme des n premiers termes 
de la première série est moindre que la somme des n pre- 
miers termes de la seconde série; mais cette seconde somme 
conserve une valeur finie, puisque la seconde série est con- 
vergente ; la première somme conserve donc à plus forte 
raison une valeur finie et, en vertu du théorème précédent, 
la première série est convergente. 

Ce théorème nous indique le moyen que l’on emploie pour 
reconnaître si une série est convergente ; on compare la série 
proposée à une autre déjà connue et que l’on sait être con- 
vergente. La progression géométrique décroissante étant la 
seule série convergente que nous connaissions jusqu’à pré- 
sent, c’est aux progressions géométriques que nous com- 
parerons les séries. 
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63. Théoréue III. Lorsqu’à partir d’un certain rang le 
rapport d'un terme au précédent est constamment égal ou 
inférieur à un nombre déterminé plus petit que l’unité, la 
série est convergente. 

Supposons qu’à partir du terme de rang n le rapport d’un 
terme au précédent reste constamment égal ou inférieur à 
un nombre déterminé k plus petit que l’unité ; je dis que la 
série est convergente. Faisons abstraction des n premiers 
termes dont la somme a une valeur finie et déterminée, 
et considérons la série 

««+“ivf,+“»+t+ 


formée par les termes suivants. 
On a 

U 






“■« 4 » 


<k, 

<k, 


De la première inégalité on déduit 


La seconde donne 




**«+1 ^“»+i » 

et, si l’on remplace le terme par la quantité plus 
grande ku„ , on a à fortiori 

<*’“«• 

On déduit de même de la troisième 
**«+! ^**«+1 > 
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et, en remplaçant par la quantité plus grande 

«^3 <*X, 

et ainsi de suite. 

Il résulte de là que les termes de la série 

(0 ".+«»+i + «-+.+ 

sont respectivement moindres que les termes correspon- 
dants de la progression géométrique décroissante 

( 2 ) 

dont la raison k est inférieure à l’unité. En vertu du théo- 
rème précédent, on en conclut que la série est conver- 
gente. 

Soit, par exemple, la série 

T + + 7^3 + + 

Le rapport du second terme au premier est du troi- 
sième au second •=, du quatrième au troisième et ainsi 
a 4 

de suite; ce rapport étant constamment égal ou inférieur à 

• la série est convergente. 

Quand on prend les n premiers termes de la série pro- 
posée et qu’on néglige les suivants, l’erreur commise, ou 
la limite de la somme des termes de la série (1) est moindre 
que la limite de la somme des termes de la progression (2), 

U 

c’est-à-dire moindre que - 

64. Corollaire. On facilite beaucoup l’application de ce 
théorème par les considérations suivantes. Ordinairement 
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XI 

le rapport d’un terme au précédent tend vers une li- 
mite déterminée, que nous désignerons par X, lorsque n 
augmente indéfiniment. Il y a trois cas à distinguer, sui- 
vant que cette limite X du rapport est inférieure, supé- 
rieure, ou égale à l’unité. 

1° X < 1 . Choisissons un nombre arbitraire mais déter- 
miné k, compris entre i et X, c’est-à-dire plus petit que 

xt 

l’unité, mais plus grand que k. Le rapport se rappro- 

chant indéfiniment de sa limite X, restera, à partir d’un 
certain rang, constamment inférieur au nombre k; donc, 
en vertu du théorème démontré, la série est convergente. 

2’ X > 1 . Choisissons un nombre arbitraire à entre i etX. 

Xi 

Le rapport se rapprochant indéfiniment de sa li- 
mite X, restera, à partir d’un certain rang, constamment 
supérieur à k, et l’on aura 




>k, ^>k, 

’ ‘»ê ' 




“«+t 


>k, 


On en déduit 


Mn+l > ku^ , ?<n+î > X*M„ , K„+s > A’m, 


Les termes do la série, étant plus grands que les termes 
d’une progression géométrique croissante, augmentent à 
l’infini. Donc la série est divergente. 

3* X = 1 . Quand le rapport d’un terme au précédent 
tend vers une limite égale à l’unité, il y a ambiguïté ; la 
série est tantôt convergente, tantôt divergente. Le théorème 
précédent est insuliisant pour décider la convergence de la 
série ; il faut alors recourir à des moyens particuliers. 
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Exemples. 


1* Soit la série 


X , . X’ 


T + 7T + 


1 i.a 1.3.3 
dont le terme de rang n est 

X" 


1 . 3.5 . 


le rapport de ce terme au précédent est 


X 

n' 


ce rapport a pour limite zéro, quand n augmente indéfini- 
ment ; donc la série est convergente, quelle que soit la va- 
leur de X. 

Quand la valeur de x est plus grande que l’unité, les ter- 
mes commencent par augmenter; mais, à partir d’un cer- 
tain rang plus ou moins éloigné, ils vont en diminuant. Par 

exemple, si » = lo + i, les termes augmentent jusqu’au 

dixième teime ; mais au delà, le rapport devenant plus 
petit que l’unité, les termes diminuent. A partir du ving- 
tième terme, les termes décroissent plus rapidement que les 

termes d’une progression géométrique dont la raison est 

2* Considérons la série 


7 + 7 + y + 
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qui a pour terme général 


n 


Le rapport de ce terme au précédent est 


X ou 1 1 ]x, 


et a pour limite x, quand n augmente indéfiniment. Ainsi, 
la série est convergente, quand la valeur de x est plus 
petite que Tunité ; divergente, quand elle est plus grande 
que l'unité. 

Quand a; = i , on • a la série divergente étudiée au 


a pour limite l'unité, et la convergence reste indécise. 
Lorsque l'exposant (a. est plus grand que l'unité, on peut 
démontrer aisément que la série est convergente, en grou- 
pant les termes d'une manière analogue à celle que nous 
avons employée dans l'exemple du n® 58. Prenons d'abord 
le second et le troisième terme, et remplaçons le troi- 
sième — par une quantité plus grande nous aurons 


n® 58. 

3® Soit la série 


1-| j J L, 

al" 51" 4»^ 

Le rapport d’un terme au précédent 
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Formons un second groupe avec les quatre termes sui- 
vants et remplaçons chacun d’eux par une quantité plus 


grande ~ , nous aurons de même 


i + -L + -L+i.<l = 

4' 51* e' ji* 4» 



On formera le troisième groupe avec les huit termes sui- 
vants, en remplaçant chacun par le premier d’entre eux, 
ce qui donne 



_i_ 8 _ 1 

i5t" 


et ainsi de suite indéfiniment. On voit par là que la somme 
des termes de la série est plus petite que la somme des 
termes de la progression décroissante 


> + — + — + — + 
al"-* 4»^"* 81*-* 


Donc la série est convergente. 

Lorsque l’exposant p. est plus petit que l’unité, les termes 
de la série sont respectivement plus grands que les termes 
de la série divergente 


1 * J * 

■+;+ 5+4 + --- 


la somme des m premiers termes de cette série augmentant 
au delà de toute limite, il en est de même de la somme des 
m premiers termes de la série proposée ; donc la série est 
divergente. 

65. Remarques. Le rapport d’un terme au précédent ne 
tend pas toujours vers une limite déterminée. Considérons, 


Digilized by Google 



SÉRIES. 


79 


par exemple, la série 


le rapport d’un terme au précédent est ici alternativement 

- et i; il ne tend pas vers une limite déterminée; mais, 
2 0 ^ 


comme il ne surpasse pas la quantité - qui est plus petite 


que l’unité, la série est convergente. 

Il n’est pas nécessaire pour la convergence des séries 
qu’à partir d’un certain rang le rapport d’un terme au 
précédent reste constamment inférieur à un nombre fixe 
plus petit que l’unité. Prenons comme exemple la progres- 
sion décroissante 


* + ^ + J + î + lî + i + ’ 

dont nous permutons les termes deux à deux, ce qui donne 
la série 


2^ ^8^4^5a^i6^ 


Le rapport d’un terme au précédent est ici alternative- 
ment 2 et ce rapport ne reste pas, à partir d’un certain 

O 

rang, inférieur à une quantité moindre que l’unité, et cepen- 
dant la série est convergente. 

66. Théorème IV. Lorsqu’ à partir d'un cerkiinrang Vex- 

pression s/u^a une valeur constamment égale ou inférieure 
à un nombre déterminé plus petit que l’unité, la série 
est convergente. 
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Supposons qu’à partir d’un certain rang l’expres- 
sion reste constamment égale ou inférieure à un 
nombre déterminé à plus petit que l’unité, on aura 

i/w, < k, 

et par suite 

K<k\ 


Les termes de la série sont respectivement moindres que 
les termes de la progression géométrique décroissante 


kr + k^^ + kr*+ .... 

et, par conséquent, la série est convergente. 

67. Corollaire. On applique ce théorème comme le précé- 
dent. Ordinairement l’expression tend vers une limite 
déterminée quand n augmente indéfiniment. Si la limite 
1 est inférieure à l’unité, la série est convergente; si elle 
est supérieure à l’unité, la série est divergente; si elle est 
égale à l’unité, il y a ambiguïté. 

11 est aisé de reconnaître que les limites des deux ex- 

ni — 

pressions — et y w, sont égales. Appelons en effet \ et X 

ces deux limites et supposons X plus petite que X,. Si l’on 
considère la série 


«0 + «I® + + , 

les limites pour cette série seront Xx et X,x; en vertu 
des théorèmes précédents, la série sera convergente 

pour toutes les valeurs de x inférieures à et divergente 


pour toutes les valeurs de x supérieures à elle serait en 
même temps convei^ente et divergente pour les valeurs 
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de X comprises entre ^ et Il faut donc que les deux 
quantités X et X, soient égales. 

Séries dont les termes sont affectés de signes différents, 

68. Théorème V. Lorsqu'une série dont tous les termes 
sont positifs est convergente, si l’on affecte les termes de 
signes quelconques, la série reste convergente. 

Jusqu’à présent nous n’avons considéré que des séries 
dont tous les termes sont positifs. Quand les termes sont 
affectés de signes différents, on examine si la série que Ton 
obtient en prenant tous les termes positivement est conver- 
gente ; alors on peut affirmer que la série proposée est aussi 
convergente. Parmi les n premiers termes de la série pro- 
posée, les uns sont positifs, les autres négatifs; appelons 
la somme des termes positifs, Q„ celle des termes négatifs ; 
nous aurons 

S„ = P,-Q„. 

Mais, si l’on prend tous les termes avec le signe -j-» 
somme des n premiers termes devient égale à P„ -f Q„ ; 
cette somme totale conservant une valeur finie, les sommes 
partielles P„ et Q„ conservent aussi des valeurs finies et 
tendent, par conséquent, vers des limites déterminées P 
et Q ; il est clair que leur différence S, tend vers une limite 
égale à P — Q. Donc la série proposée est convergente. 

Corollaire. Le théorème III peut être étendu aux séries 
dont les termes sont affectés de signes quelconques. Si, à 
partir d’un certain rang, la valeur absolue du rapport d’un 
terme au précédent reste constamment inférieure à un 
nombre déterminé moindre que l’unité, la série est con- 
vergente. Et, en effet, nous savons que, dans ce cas, la série 

6 
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formée de tous les termes pris positivement est convergente; 
donc la série proposée est elle-même convergente. 

Séries à termes alternativement positifs et négatifs 

/ 

69. Théorème VI. Lorsque les termes d'une série décrois- 
sent indéfiniment et sont alternativement positifs et négatifs, 
la série est convergente. 

Parmi les séries dont les termes sont affectés |de signes 
différents, il faut remarquer en particulier ^celles 'dont les 
termes sont alternativement positifs et négatifs. Soit 

Uq Wj ^3 “t" • • • • « 

% 

une série de cette sorte; lorsque les termes tendent vers 
zéro et en outre diminuent continuellement, de manière que 
chacun soit plus petit que le précédent, Jon'peut affirmer la 
convergence de la série. : ^ ^ " ‘Tg 

Si Ton prend un, deux, trois, quatre, . . . .^'termes, on 
obtient les sommes successives 

Sj = , 

Sj, = Mq Wj, 

= — Wi + Mj, 

= Wq “h ^3 ^ 


Considérons d’abord les sommes composées d’un’nombre 
pair de termes; on peut les écrire sous la forme 

= + K — 

Se = («0 — ^ i ) + (^2 — + K — Wg ), 


en groupant les termes deux à 'deux par des parenthèses ; 
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un terme quelconque étant plus petit que le précédent, 
chacune des parenthèses a une valeur positive ; ces diverses 
sommes ont donc des valeurs positives de plus en plus 
grandes. 

Considérons maintenant les sommes composées d’un 
nombre impair de termes; elles ont aussi des valeurs po- 
sitives; car on a 

S 3 = Sj 4 '*'i) 85 = 8, -j-u,, . . . ~ 

Si on les écrit sous la forme suivante 

S, = K„, 

S, = tt, — (m, — M.) — — K,), 


on voit qu’elles vont en diminuant de plus en plus. On a 
ainsi deux séries de sommes, qui vont, les premières en 
augmentant, les secondes en diminuant. 

Chaque somme de la seconde série est plus grande 
qu’une somme quelconque de la première série. Consi- 
dérons d’abord le cas où n' est plus grand que n; on 
a = + et par suite > S.„,; mais la 

somme est plus grande que Sj^; on a donc, à plus forte 
raison, Considérons maintenant le cas où 

est plus petit quen; on a = S, „ + et par suite 

la somme , étant plus grande que S,^^, , 
est à plus forte raison plus grande que S,_^. 

Les sommes formées d’un nombre pair de termes, allant 
en augmentant et restant inférieures à l’une quelconque 
des sommes de la seconde série, tendent vers une limite 
déterminée. Les sommes formées d’un nombre impair de 
termes, allant en diminuant et restant supérieures à l’une 
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quelconque des sommes de la première série, tendent aussi 
vers une limite. La différence entre deux sommes consécu- 
tives S„, ou le terme u„ de la série, devenant aussi 
petite qu’on veut, on en conclut que les deux limites sont 
les mêmes ; donc la série est convergente. 

Les sommes successives, formées d’un nombre de termes 
de plus en plus grand, sont alternativement trop grandes et 
trop petites, et tendent vers la limite en oscillant en quel- 
que sorte de part et d’autre. 

La limite S étant toujours comprise entre deux sommes 
consécutives S, et la différence entre la somme S, et 
la limite S est moindre que la différence entre les deux 
sommes consécutives S, et S„^,, c’est-à-dire moindre que 
le terme u». Ainsi, quand on prend les n premiers termes 
de la série, l’erreur commise est moindre que le terme sui- 
vant la somme des termes négligés est une fraction de 
ce terme =h «„ et a même signe que ce terme. 

Exemples. 

1* La série 



dont les signes sont alternés, et dont les termes diminuent 
indéfiniment est convergente. Les sommes 

I 

» ► 

1 — - = 0,5 

a 

1 — i — I = 0,8333 
a 3 

» — - + ^ — 7 = «’,5833 
a O 4 
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sont alternativement trop grandes et trop petites. Mais la 
série converge très- lentement; car si Ton prend les dix 
premiers termes, Terreur étant moindre que le terme sui- 
vant ou que on n*a qu’un chiffre décimal exact; si Ton 
prend les cent premiers termes, on a une approximation 
de -j-J-j-, ou deux chiffres exacts, etc. 

Nous avons vu (n® 68) que, lorsque les termes d’une série 
sont affectés de signes différents, si la série que Ton obtient 
en prenant tous les termes positivement est convergente, 
la série proposée est aussi convergente. Mais cette condi- 
tion n’est pas nécessaire. Ainsi la série 


I l 1 

‘-5+5-4+ 


est convergente, tandis que la série 


•+5+5+i+ 


formée des mômes termes pris positivement, n’est pas con- 
vergente. 

2 ® La série 


1 


1.2 


+ 


1 . 2.3 1 . 2 . 3 . 



converge beaucoup plus rapidement. 

Si Ton prend les dix premiers termes. Terreur commise 
étant moindre que le terme suivant 


= 0, 000000003 ; 

1.2 12 

on a la somme par défaut avec huit décimales exactes. 


Théorème général. 

70. Tous les théorèmes que nous avons démontrés sur la 
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convergence des séries sont compris dans un théorème gé- 
néral qu’il est bon de connaître. 

Théorème VII. Pour qu'une série soit convergente, il est 
nécessaire et il suffit que V on puisse rendre n assez grand 
pour que la somme d’un nombre quelconque de termes, mime 
infini, à la suite des n premiers, soit moindre qu’une quantité 
donnée. 

Soit la série 

«o + «i + «t+ 

Nous avons désigné par S„ la somme des n premiers 
termes, 

Sn=«o+ +“i +• • • 

prenons à la* suite un nombre qudconque m de termes et 
appelons s leur somme 

* = “n + K+l + “n+J + + “n+m_l î 

en ajoutant cette somme s à la première somme S., nous 
obtiendrons la somme des n -j- n» premiers termes de 
la série. Or, si la série est convergente, on peut prendre n 
assez grand pour que la somme S„ et la somme diffè- 
rent de la limite S d’une quantité moindre que et par 

conséquent diffèrent entre elles d'une quantité moindre que 
a ; la somme s des m termes pris à la suite des n premiers 
est donc moindre que a, et cela est vrai si grand que soit m. 
Ainsi, dans une série convergente, on peut prendre n 
assez grand pour qu’un nombre quelconque de termes, 
même infini, pris à la suite des n premiers, ait une somme 
moindre qu’une quantité donnée, si petite qu’elle soit. 

La réciproque est vraie : lorsque cette condition est rem- 
plie, la série est convergente. En effet, prenons n tel que 
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la somme d’un nombre quelconque de termes à la suite des 
n premiers soit moindre que a en valeur absolue ; il est clair 
que toutes les sommes 

®n+I > ®n+S > 

qui se composent des n premiers termes, plus un, deux, 
trois,..., termes à la suite, seront comprises entre S„ — a 
et S„ + a. Prenons maintenant un nombre plus grand n', 
tel que la somme d’un nombre quelconque de termes à la 
suite des n' premiers soit moindre que la quantité a' plus 
petite que a ; les sommes 

Sn'+Î> ®n'+3> 

seront de même comprises entre S„, — a' et S„, + «'. En 
général, la quantité S„, — a' sera plus grande que S„ — a, 
la quantité S„, + a' plus petite que + a, et l’on aura ainsi 
resserré l’intervalle qui comprend toutes les sommes sui- 
vantes. On pourra encore le resserrer davantage et autant 
qu’on voudra, ce qui montre bien clairement l’existence de 
la limite vers laquelle tend la somme des termes de la série. 

Il pourrait arriver cependant que la quantité S„, + a! fût 
plus grande que S„ + «; mais, comme on sait que les 

sommes S,,^, , sont plus petites que S„ + <*> on 

conserverait cette dernière quantité et l’on dirait que les 
' sommes sont comprises entre S„, — a' et S, + a. Il pourrait 
arriver de même que la quantité S„» — a' fût plus petite que 
S„ — a: dans ce cas, on dirait que les sommes sont com- 
prises entre — a et S„, + a'. Dans tous les cas, on aura for- 
mé, dans le premier intervalle sa, un second intervalle 2a' 
plus petit que le premier et comprenant toutes les sommes 
suivantes. Dans le second, on en formera un troisième 
encore plus petit, et ainsi de suite, ce qui conduit nécessai- 
rement à une limite. 
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CHAPITRE II. . 


DU NOMBRE 6. 


71. Considérons la série 




Les deux premiers termes donnent une somme égale à a. Les 
termes suivants sont respectivement moindres que les 
termes de la progression géométrique 



que l’on obtient en remplaçant chacun des facteurs 3, 4* 

5 par un facteur plus petit a, ce qui augmente les 

fractions; ainsi, d’après le théorème II, la série est conver- 
gente, et la somme des n premiers termes, abstraction faite 
des deux premiers, tend vers une limite moindre que la 
limite de la somme des termes de la progression, c’est-à-dire 
moindre qne l’unité. La somme totale tend vers une limite 
comprise entre a et 3. 

Cette limite est un nombre incommensurable. Suppo- 
sons, en effet, qu’elle soit égale à une fraction ordinaire - 
m 

— , on aurait 
n 


m I I 1 

«-‘+7 + 7:^ + 7X3 


Si nous écrivons d’abord les n -}- i premiers termes, et si 
nous mettons les suivants sous la forme 


i.a.3 


F--! — f 

nLn-1- * ~ 


■j-t (n-fi)(n-fa) 
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nous aurons 


m I ' I > J , 
n 1 I .a 


+ 


1.3 


J f— ^ 1 1- 

' i.a nl_n-j-i (n + 1 ) -f- a) ' 


] 


Multiplions ensuite tous les termes de l’égalité par le pro- 
duit i.a.3 n, le premier membre devient un nom- 
bre entier i.a.3 (n — i) m; les n 4 - 1 premiers 

termes du second membre deviennent aussi des nombres 
entiers, dont, pour abréger, nous désignerons la somme 
par N ; on obtient de la sorte l’égalité 


1.3* 


.(n— i)m = N4-r-^ 1-, ;î— 1- 1. 


La quantité entre parenthèse est une fraction moindre 
que l’unité; car ses termes sont respectivement moindres 
que ceux de la progression 

» I * I I 




que l’on obtient en remplaçant chacun des facteurs n -{-a, 
n-t-5,... par le facteur plus petit n-|- 1 , ce qui augmente 
chacune des fractions ; la somme des termes de cette pro- 
gression étant égale ^ quantité entre parenthèse est 


moindre que c'est donc une fraction proprement dite. 

On aurait donc, dans l’égalité précédente, un nombre en- 
tier égal à un nombre fractionnaire, ce qui est impossible. 
Ainsi, la limite vers laquelle tend la somme des termes de 
la série proposée est un nombre incommensurable compris 
entre a et 3. Ce nombre joue un grand rôle en mathéma- 
tiques; on le désigne par la lettre e. 
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72. Appelons R le reste de la série, ou l’erreur commise 
quand on prend les n + i premiers termes, 

R = r — j h } — J- — w — — : 4* 1» 

1.2. . ..n L« 4 " ‘ J 

la parenthèse étant moindre que-, d’après ce qui vient 


d’être dit, on a 


n 


R<- ^ . 

n 1.2.3. ...n 


Ainsi, quand on prend n + i termes, l’erreur commise est 
moindre que la n' partie du dernier terme calculé. 

Voici le calcul de e avec sept chiffres décimaux. 


1.3 

— 

1 


1 . 3 . 3 


1 


1 . 3 . 3.4 


1 


1.2 5 


1 


1.3 6 


1 


1.2 7 


1 


i.a 8 


1 


«•2 9 


1 


1.2 10 


1 


1 . 2.....1 1 


= 0, 1 666 6667 
= 0,0416 G667 
= o,oo 83 3333 
o,ooi 3 888g 
= 0,0001 9841 
= 0,0000 2480 
= 0,0000 0376 
= 0,0000 0038 
= 0,0000 ooo 3 
3,718a S184 
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Les termes se déduisent les uns des autres par divisions 
successives. Nous avons pris les douze premiers termes ; 
les trois premiers sont exacts, et nous avons calculé les 
autres avec huit décimales, par défaut ou par excès, de 
manière que l’erreur commise sur chacun d’eux soit moindre 
qu’une demi-unité du huitième ordre décimal ; six ont été 
calculées par excès, trois par défaut. D’ailleurs la somme 
des termes négligés est moindre que la 1 1 * partie du der- 
nier terme calculé, et par conséquent moindre aussi qu’une 
demi-unité du huitième ordre décimal. Pour corriger la 
somme obtenue, il faudrait donc la diminuer d’une quantité 
plus petite que 3 unités du huitième ordre décimal, et 
l’augmenter d’une quantité plus petite que deux unités du 
même ordre, ce qui donne 

e > a, 718a 8i8i 
e < 3,718a 8186; 


On a ainsi, par défaut, avec sept décimales exactes. 


e= 3,718a 818. 


Limite de 




quand m augmente indéfiniment. 


73. Nous démontrerons d’abord deux lemmes qui nous 
serviront dans la question proposée. 

Lemme I. La limite de la somme d’un nombre fini de gran- 
deurs variables est égale à la somme de leurs limites. Soient 
A, B, G, L, m grandeurs variables qui tendent simul- 
tanément vers les limites o, b, c, l. Si l’on appelle 

tt, p, Y» ^ les différences des grandeurs proposées à 

leurs limites, on a 


A = 0-j-a, 

B = è-}-p, 
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C = c + Y, 


L = /-f X. 

En additionnant ces égalités et désignant par S la somme 
des grandeurs variables et par s celle des limites, il vient 

S=s + («+P+7 + + ^). 

Appelons p la plus grande des différences a, p,....,X en 
valeur absolue; leur somme sera moindre que tnp. Or le 
nombre m restant fini, et la quantité p devenant plus petite 
que toute quantité donnée, puisque toutes les différences 
tendent vers zéro, le produit mp deviendra aussi plus petit 
que toute quantité donnée ; donc la somme S tend vers la 
limite s. 

7à. Lehme II. La limite du produit d’un nombre fini de 
facteurs variables est égal au produit de leurs limites. 

En conservant les mêmes notations que précédemment, 
nous avons les différences. 

A — a = a, 

B-6 = p, 

G— c = Y, 


L-/ = X. 

Multiplions les deux membres de la première égalité par 

BC L, ceux de la seconde par aC L, la troisième 

par a6D....L, enfin de la dernière par abc h, ce qui 

donne 

ABC L— oBC L=aBC L, 

aBC L — ùb C L = ^aC L, 
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aôc A'L — aôc, ....kl = 'kab k. 

Si l’on ajoute toutes ces égalités, on voit que les quantités 
intermédiaires se détruisent; il vient 

ABC... .L— aôc / = aBC L + paC L+ 

Chacun des produits BG L, aC L, conseillant 

une valeur finie, on voit que le second membre est la somme 
de m quantités qui tendent vers zéro; donc leur somme tend 

vers zéro, et le produit ABC L a pour limite abc l. 

Mais il est nécessaire, pour que ces propriétés subsistent, 
que le nombre des parties de la somme', ou le nombre des 
facteurs du produit, soit fini. Soit, par exemple, la somme 
des m quantités 


-+ - + 
m m 



chacune d’elles tend vers zéro quand m augmente indéfini- 
ment; mais le nombre des parties devenant infiniment 
grand, on ne peut plus dire que la limite de la somme soit 
la somme des limites, ce qui donnerait ici zéro; et en effet 
cette somme est égale à o. 

O. De^même l’expression désigne le produit de 

m facteurs égaux à 1 4- — ; chacun de ces facteurs devient 

égal à l’unité quand m augmente indéfiniment; la limite du 
produit n’est pas égale au produit des limites, c’est-à-dire 
à l’unité, parce que le nombre des facteurs devient infinL 
C’est cette limite que nous nous proposons de déterminer. 
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75. Si l’on développe + P^’ formule du bi- 

nôme, il vient 


\ ‘ «1/ ‘ 1 m 


m[tn — i) 1 m[m — i)(m — a) i 


i.a 


m' 


i.a .3 




m{m — — n+i) i , 

i.a n m" 


Dans chaque terme l’exposant m est égal au nombre des 
facteurs du numérateur; on divisera donc par cette puis- 
sance de m, en divisant par m chaque facteur du numéra- 
teur ; on a ainsi 


c> (■+^)'='+i 


H) , 


1.2 


1 . 2.5 




1 . 2.3 n 


Nous remarquons d’abord que, quand m augmente, les 

1 2 

facteurs i , i qui composent les numéra- 

m m 

teurs des différents termes du développement, vont en 
croissant; chaque terme augmente, ainsi que le nombre 
des termes; d’ailleurs tous les termes sont positifs; on en 

conclut que la valeur de l’expression augmente 

à mesure que m augmente. D’un autre côté, si l’on com- 
pare ce développement à la série connue (n* 71 ), 


(2) + i + 


1.2 


+ 


1 . 2 . 


+ 


on voit que les termes du développement sont moindres 
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que les termes correspondants de la série, puisque les déno- 
minateurs sont les mêmes de part et d’autre, et que les 
numérateurs des premiers sont inférieurs à l’unité ; la va- 
leur de est donc plus petite que la limite de la 

somme des termes de la série, c’est-à-dire plus petite que . 
le nombre e. Ainsi, quand m augmente indéfiniment, la va- 
leur de f 1 - 1 - — 'i va sans cesse en croissant, tout en res- 

V mj 

tant inférieure à e; elle tend donc vers une limite finie et 
déterminée qui ne peut surpasser le nombre e. Nous allons 
démontrer que cette limite est le nombre e lui-même. 

Dans les deux expressions (i) et (a) prenons les n -|- i 
premiers termes et considérons les deux sommes 




i.a 


1 . 3. 3 


+ 


(-^) 


1.3.5 n 


+ T + + + + 

1 1.3 1 . 3.5 


1.3.5 n 


Nous pouvons rendre n assez grand pour que la somme 
E diffère de sa limite e d’une quantité moindre qu’une quan- 
tité donnée Ayant choisi le nombre n de cette manière, 

laissons-le fixe, et donnons à m des valeurs plus grandes 
que n et de plus en plus grandes. La sommé A augmente ; 
comme elle contient un nombre fini de termes, savoir n-j- 1 , 
la limite de cette somme, en vertu du lemme I, est égale à 
la somme des limi tes de ses différents termes. Le numéra- 
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teur du troisième terme a évidemment pour limite l’unité ; 
de même celui du quatrième. En général, le numérateur 
d’un terme quelconque étant le produit d’un nombre fini 
de facteurs dont chacun se réduit à l’unité, a pour limite, 
en vei*tu du lemme II, le produit des limites de ces dilTé- 
rents facteurs, c’est-à-dire l’unité. Ainsi, quand m aug- 
mente indéfiniment, la somme A tend vers une limite égale 
à la somme E. On conçoit donc que l’on puisse prendre m 
assez grand pour que la somme A diffère dè sa limite E 

d’une quantité moindre que ^ . On a alors 


„ a 
e — E<-, 
a 

E-A<“, 

a 

et par suite, en ajoutant, 

e — A < «. 

i-f— j étant plus petit que e, mais plus 
grande que A, on a, à plus forte raison. 



Puisque l’on peut rendre m assez grand pour que la valeur 

de^i-f-^^ diffère du nombre e d’une quantité moindre 

qu’une quantité donnée a, si petite quelle soit, il est clair 
que ce nombre « est la limite vers laquelle tend la valeur 

de + quand m augmente indéfiniment. 

i 

76. L’expression (i-|-cr)« tend vers la même limite,. 
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quand a tend vers zéro. Ceci est évident, si la quantité 
très-grande - est un nombre entier m ; car, dans ce cas. 


l’expression (i-f-a)» devient 




En général la quantité très-grande ^ sera comprise entre 

deux nombres entiers consécutifs m et m -j- 1 , de manière 
que l’on ait 

I , 

tn <- < TO-f- 1. 


La quantité très-petite a sera alors comprise entre les deux 

fractions — et — — , et l’on aura 
m m -f- 1 


I 1 

_ <a <-. 

m-\- 1 m 


Si dans l’expression proposée (i -}- a)* on remplace la 
quantité i -|- a par la quantité plus grande i -|- — et l’ expo- 


sant - par l’exposant plus grand m -j- 1 , on augmente la 

OC 

valeur de l’expression, et l’on a 

Au contraire, si l’on remplace la quantité i -j-» par la 
quantité plus petite i -f- - ^ ^ et l’exposant ^ par l’expo- 
sant plus petit m, on diminue la valeur de l’expression, et 

7 
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On obtient ainsi les inégalités 

ou, par des transformations convenables, 

+ <„ + .)i<(. + I)-x(.+l). 


>4 


ni I 


Lorsque la quantité a tend vers zéro, le nombre entier m 

augmente indéfiniment ; chacune des quantités ^ » 

/ 1 \ ”*'*'* » 

( i4 ; — I tend vers la limite e; d ailleurs le divi- 

V m + i/ 

seur 1 -1 — , de même que le multiplicateur i + — i 

m 1 m 

devient égal à l’unité. Les deux quantités extrêmes tendent 

\ 

ainsi vers la même limite e; donc la quantité (i-j-a)», qui 
est comprise entre elles, tend aussi nécessairemMit vers 
cette même limite. 

Nous avons supposé dans ce qui précède la quantité a po- 
sitive; supposons-la maintenant négative; en mettant le 

t 

signe en évidence, on a à considérer l’expression (i — a) *. 
La quantité i — a moindre que l’unité peut se mettre sous 

la forme ^ a' étant une quantité positive. De l’égalité 


1 — « = 


I 

T-Çi' 
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OB déduit 



et, en substituantj 

{>-»p=(7:^)“=(>+“')‘''^=i'+»rxi.+âr 

Quand a' tend vers zéro, la quantité (i + attend vers e, 
tandis que le multiplicateur i + a' tend vers l’unité; donc 

la quantité (i — a) « a pour limite e. 

Ainsi, quel que soit le signe de a, l’expression (i-j-«)« 
tend vers une limite égale à e, quand a tend vers zéro. 

Exercices. 

1 " Étant données les séries 

i + aa:+ 3x’+ 

6x’ri- iox’+ • . • . • 

1+4^+ iox* + aoi*+ 


qui ont pour coefficients les nombres figurés, soit du pre- 
mier ordre, soit du second ordi-e, etc., trouver les valeurs 
de X pour lesquelles les séries sont convergentes et évaluer 
la limite de la somme des termes de chacune d’elles. 

2® Développer ^ , et trouver la limite du dévelop- 
pement, quand le nombre entier m augmente indéfiniment. 

3' Trouver la somme des produits deux à deux des n pre- 
miers termes d’une progression géométrique. Quelle est la 
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limite de cette somme, quand la progression est décrois- 
sante et que n augmente indéfiniment ? 
h." Étant donnée la série 

*> 3, 5, 8, i3, 

dont chaque terme est égal à la somme des deux précédents, 
trouver la différence qui existe entre le carré d’un terme et 
le produit des deux termes qui le comprennent. 
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DES LOGARITHMES. 


CHAPITRE 1. 


ÉTUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE. 


77. Lemhe 1. Les puissances siiccessives d’ un nombre plus 
grand que l unité vont en croissant et deviennent plus grandes 
que toute quantité donnée. 

Soit a une quantité positive supérieure à Tunité. On voit 
d’abord que ses puissances successives vont en croissant; 
car on obtient en multipliant o" par a; le multiplica- 
teur a étant plus grand que l’unité, le produit a"*‘ est plus 
grand que le multiplicande à". Je dis maintenant que les 
puissances de a augmentent au delà de toute limite. Posons 
a = i-|-a; en développant (i-f-a)”* suivant la loi du 
binôme, nous aurons 


0" = (l-f II)* 


m »i(m— i) , 

■+T*+-r;— + 


Tous les termes du développement sont positifs ; si donc 
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on néglige le troisième terme et les termes suivants, on 

diminue le second membre, et l’on a 

« 

a” > J + Twt, 

Pour rendre la quantité a*" plus grande qu’une quantité 
donnée A, il suffît évidemment de rendre la quantité i -j-nia 
plus grande que cette quantité; on déterminera donc l’ex- 
posant m de manière à satisfaire à l’inégalité 


d’où 


1 A; 



a 


A 1 

Ainsi, lorsque l’exposant »i surpasse — il ®3t certain 

que la puissance a" devient supérieure à la quantité A, si 
grande quelle soit. Donc les puissances successives du 
nombre a plus grand que l’unité augmentent à rinfini. 
Soit, par exemple, a = i , i ; on peut affirmer que a”* sur- 


passera 1 000 si m est plus grand que ou que 9990. Mais 

on n’a pas ainsi les plus petites puissances de a supérieures 
à 1000. • 

78. Lemme il Les puissances successives ^un nombre fhis 
petit que V unité vont en décroissant et deviennent plus petites 
que toute quantité donnée. 

Le nombre a, étant inférieur' à l’unité, peut être repré- 
senté par — î — , et l’on a 
^ 1 ri- “ 


Quand l’exposant m croit indéfiniment, le dénominateur 
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augmentant indéfiniment, la fraction diminue et tend yers 
zéro. 

79. Leume III. La racine d’un nombre supérieur à V unité 
est supérieure à l’unité, et f on peut prendre ï irtdice du radical 
assez grand pour que la racine diffère de l’unité d’une quan- 
tité moindre que toute quantité donnée. 

Soit a un nombre supérieur à l’unité. Je dis d’abord 

que \/ a surpasse l’unité; car un nombre plus petit que 
l’unité, élevé à la n' puissance, ne pourrait reproduire le 

nombre a plus grand que l’unité. Nous voulons rendre \/ a 
inférieure à i + a, a étant u.ie quantité donnée très-petite; 
il s’agit donc de satisfaire à l’inégalité 

< I -f a, 

ou à la suivante 

(>+“)">«• 

Or, en vertu du lemme I, si petite que soit a, on peut tou- 
jours prendre l’exposant n assez grand pour que (i -J- a)" 
surpasse a. 

On veut, par exemple, que diffère de l’unité de moins 

de 0 , 001 . On prendra n plus grand que , c’est-à-dire 

0,001 

plus grand que looo. 

Corollaire. Toute puissance fractionnaire d’un nombre 
plus grand que V unité est plus grande que l'unité. Car 

w « ! ' ' 

a» signifie y a""; le nombre a étant supérieur à l’unité, sa 
puissance a"* est supérieure à l’unité, et la racine de cette 
dernière quantité est aussi supérieure à l’unité. 

80. Lemme IV. La racine d'un nombre inférieur à l’u- 
nilé est inférieure à ïunité, et l’on peut prendre l’indice du 
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radical assez grand pour que la racine diffère de V unité 
d'une quantité moindre que toute quantité donnée. 

Si le nombre a est inférieur à l’unité, y/ a sera aussi infé- 
rieure à l’unité ; car un nombre supérieur à l’unité, élevé à 
la n' puissance, ne pourrait reproduire le nombre a inférieur 
à l’unité ; d’autre part, le nombre a, inférieur à l’unité, 

peut s’écrire sous la forme a' étant supérieur à l’unité, 

et l’on a 



Le dénominateur tendant vers l’unité, quand l’indice n du 
radical augmente indéfiniment, la fraction tend elle-même 
vers l’unité. 

Corollaire. Toute puissance fractionnaire d’un nombre 
plus petit que ï unité est plus petite que T unité. 

81. Théorème. La fonction a* varie d’une manière conti- 
nue, quand x croit d’une manière continue. 

On appelle fonction en mathématiques une expression 
qui contient une lettre désignant une quantité variable. 
L’expression ax* — 4a;-l-5 est une fonction entière de la 
variable x. L’expression a* est une fonction exponentielle 
de x; on la nomme ainsi parce que la variable x est en ex- 
posant. 

Nous supposons le nombre a positif et plus grand que 
l’unité. Je dis d’abord que lorsque la variable x croit, la 
fonction a* croit. En effet, si l’on donne à la variable x un 
accroissement positif h, la fonction devient a***, et éprouve 
une variation marquée par 

û*=a*(a'^— -i). 
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Mais a* est supérieure à l’unité, parce que toute puissance 
positive d’un nombre a supérieur à l’unité est elle-même 
supérieure à l’unité; donc la différence a”*’' — a* est posi- 
tive, et par suite a*'"'' est plus grande que a*. Ainsi, quand a 
est plus grand que l’unité, la fonction a* croît en même 
temps que la variable x. 

Je dis maintenant que l’on peut donner à la variable x 
un accroissement h assez petit pour que la fonction o' 
éprouve un accroissement plus petit qu’une quantité don- 
née a. En effet, supposons h plus petit qu’une fraction 

de la forme - , n étant un entier très-grand; en vertu du 
n 

lemme 111, on peut prendre n assez grand pour que a" ou 
v/o” diffère de l’unité d’une quantité plus petite qbe ~ ; la 

quantité a'‘ étant moindre que a", puisque h est inférieure 
à différera de l’unité d’une quantité encore plus petite, 

et la différence a“*'' — o* sera moindre que a* x ^ ou que a. 

Ainsi l’accroissement de la fonction peut être rendu plus 
petit qu’une quantité donnée, si petite quelle soit; en d’au- 
tres termes, lorsque l’accroissement de la variable tend vers 
zéro, celui de la fonction tend aussi vers zéro. 

On dit qu’une grandeur varie d’une manière continue 
lorsqu’elle ne peut aller d’une valeur à une autre sans 
passer par toutes les valeurs intermédiaires. Une fonction 
est continue lorsqu’à une variation infiniment petite de la 
variable correspond une variation infiniment petite de la 
fonction ; car si la fonction sautait brusquement d’une valeur 
à ime autre, elle éprouverait une variation finie pour une 
variation infiniment petite de la variable. 
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11 résulte de ce qui précède que, lorsque la variable x ■ 
croît d’une manière continue, la fonction exponentielle a' 
a’oît aussi d’une manière continue. 

Nous avons supposé le nombre positif a plus grand que 
l’unité. Supposons-le maintenant plus petit, et posons 

a — g'» étant supérieur à l’unité. On a 



Lorsque x croît d’une manière continue, a'* croît, et par 
conséquent a*, décroît d’une manière continue. 

82. Corollaire. Voyons maintenant les valeurs par les- 
quelles passe la fonction exponentielle o*, quand on fait 
croître x d’une manière continue de — c» à -f-c«. Suppo- 
sons d’abord a supérieur à l’unité, et faisons croître x 
de O à-{-co; pour a: = O, on ao“ = i; quand a: est infi- 
niment grand, en vertu du lemme I, a‘ est aussi infiniment 
grand ; ainsi, quand x croît de o à -f oo, la fonction a* croît 
de 1 à ce. Faisons maintenant décroîtrez de oà — oo, 
et pour cela posons x= — x\ x' étant positive; on a 



quand x' croît de o à co, a*' croît de i à -f- co, et par 
conséquent a' décroît de i à o. En résumé, lorsque la valeur ic 
croît d’une inmiière continue de — à -l-=«, o étant supé- 
rieur à l’unité, la fonction a* croît d’une manière continue 
de o à orj. Il est à remarquer que la fonction passe par 
toutes les valeurs positives et qu elle ne passe qu’une fois 
par chacune d’elles, puisqu’elle va constamment en aug- 
mentant. 

Considérons maintenant le cas où le nombre a est infé- 
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rieur à T unité, et posons a 
nité, ce qui donne 


-7, a! étant supérieur à l’u- 
a 


a*= 


af 


On voit que lorsque x croît de 0 à + 00, a'* croissant de 

1 à + CO, a* décroît de i à 0, et que, lorsque x décroît de 

♦ 

0 à — CO, a'* décroissant de 1 à o, a* croît de i à + 
Ainsi, quand x croît d’une manière continue de — co à +co, 
a étant inférieur à l’unité, la fonction a* décroît d’une ma- 
nière continue de -f 00 à 0. La fonction passe encore par 
toutes les valeurs positives et une seule fois par chacune 
d’elles. 

83 . Remarque. Nous pouvons maintenant donner d’une 
manière très nette la signification de l’exposant incommen- 
surable dont nous avons déjà dit quelques mots (n® 20). 

Soit a'^, et, pour préciser, supposons a supérieur à l’u- 
ûitô ; le nombre incommensurable /T est la limite com- 
mune de deux nombres fractionnaires ~ et — ^ , qui 

n n • ^ 

diffèrent entre eux d’une quantité aussi petite qu’on veut, 
et dont les carrés comprennent 2 ; en remplaçant pai- 
ces nombres approchés, on obtiendra deux séries de puis- 

m m+l 

sances fractionnaires a" et a ” , les premières plus petites 
que les secondes, et telles que leur différence peut être 
rendue plus petite qu’une quantité donnée ; il existe donc 
entre ces deux séries de grandeurs une grandeur déter- 
minée qui en est la limite commune; c’est cette limite que 

désigne a'^. 
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CHAPITRE 11. 

DES LOGARITHMES. 

Définition par la fonction exponentielle. 

84. On appelle logarithme d’un nombre l’exposant de la 
puissance à laquelle il faut élever un nombre positif con- 
stant a pour reproduire le nombre proposé. 

Nous avons vu que, lorsque x croît d’une manière con- 
tinue de — 03 à CO, la fonction a* passe par toutes les 
valeurs positives et ne passe qu’une fois par chacune d’elles ; 
il en résulte que tous les nombres positifs ont des loga- 
rithmes, et que chacun d’eux n’a qu’un logarithme. Si le 
nombre constant a est supérieur à l’unité, les nombres plus 
grands que l’unité ont des logarithmes positifs, les nombres 
plus petits que l’unité des logarithmes négatifs. Si a était 
inférieur à l’unité, les nombres plus grands que l’unité au- 
raient au contraire des logarithmes négatifs, les nombres 
plus petits que l’unité des logarithmes positifs. Les nombres 
négatifs n’ont pas de logarithmes réels. 

Nous désignerons le logarithme d’un nombre par la no- 
tation log. Soit donc y = a*, nous dirons que l’exposant x 
est le logarithme du nombre y, et nous écrirons x = log y. 
y variant d’une manière continue avecx, réciproquement x 
varie d’une manière continue avec y; ainsi le logarithme est 
une fonction continue du nombre. *Quand la base a est plus 
grande que l’unité, si le nombre y croît de o à i, puis de 
1 à 03 , le logarithme x' croît de — oi à o, puis de 

O à -|- 03. 


I 
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Propriétés des logarithmes. 


Les logarithmes jouissent de propriétés très-remarquables 
que nous allons démontrer. 


85. Théorème I. Le logarithme du produit de plusieurs 
facteurs égale la somme des logarithmes de ces facteurs. 

Soient deux nombres y et y\ dont nous appellerons a? et æ' 
les logarithmes ; d’après la définition même des logarithmes, 
on a 

a‘ = y, 

û*' = y'. 

• * 
Multiplions ces deux égalités membre à membre, il vient 

L’exposant + est le logarithme du produit yy’\ on a 
donc 


La même démonstration s’applique* à un nombre quel- 
conque de facteurs. Soient trois nombres y, y\ y", ayant 
pour logarithmes x, x\ x"; on a de même 


et, en multipliant 
donc 






ïog {yj/yl = *ûg y + lo'g y + log y". 

8(5. Théorème II. Le logarithme d'un quotient égale le 
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logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur. 
En divisant membre à membre les deox égalités 

a“ = y, 
o*'=y'. 

on a 

L’exposant® — «'est le logarithme du quotient Donc 
log|;=logÿ— logy'. 

87. Théorème III. Le logarithme de la puissance d’un 
nombre égale le logarithme de ce nombre multiplié par l’in- 
dice de la puissance. 

Si l’on élève à la m' puissance (m étant un nombre quel- 
conque, entier ou fractionnaire, positif ou négatif) , les deux 
membres de l’égalité 

= 

il vient 
Donc 

iog(y")='”iogy- 

88. Théorème IV. Le logarithme de la racine d’un nombre 
égale le logarithme de ce nombre, dicisé par V indice de la- 
racine. 

Ce théorème n’est qu’un cas particulier du théorème pré- 
cédent; car s'écrit y", et l’on a 
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L’emploi des logarithmes simplifie beaucoup les calculs 
numériques; car la multiplication est remplacée par une 
addition, la division par une soustraction, l’élévation à une 
puissance par une multiplication, l’extraction d’une racine 
par une division. 

Définition des logarithmes par des progressions. 

89. Si l’on prend les logarithmes des termes d’une pro- 
gression géométrique 

a ar ar* : ar^ : , 

dont la raison est r, on forme évidemment une progression 
arithmétique 

loga.logo-f logr.loga-)- 2logr.loga-{-51ogr 

ayant pour raison log r. 

En arithmétique, on a coutume de définir les loga- 
rithmes par deux progressions, l’une géométrique com- 
mençant par l’unité, l’autre arithmétique commençant par 
zéro 

1 ; a ; a* ; a’ : 

O . b . üb .Zb 

et l’on appelle logarithme d’un terme quelconque de la 
progression géométrique le terme correspondant de la pro- 
gression arithmétique. Afin d’avoir les logarithmes de tous 
les nombres avec une grande approximation, on insère un 
grand nombre de moyens entre deux termes consécutifs de 
la progression géométrique, et le même nombre de moyens 
entre deux termes consécutifs de la prt^ression arithmé- 
tique. 

11 est aisé de voir que cette définition des logarithmes 
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par les progressions revient à la définition que nous avons 
donnée par les exponentielles. Considérons les deux pro- 
gressions 

I : a ; tt’ : a’ : 

O. 1.3. 5 

Si l’on insère n — i moyens entre deux termes consécutifs 
des deux progressions, la raison de la progression géomé- 

fl/ — k 

trique devient y a ou a", celle de la progression arithmé- 
tique^, en sorte que les deux progressions ainsi dévelop- 
pées s’écrivent 

i 1 1 5 

I ; a* : a* : a" : a" : 

1 a 3 m 

0 **“ •“ • • • • •■•••• 
n n n n 

m 

Sous cette forme, on voit qu’un nombre quelconque a" de 

la progression géométrique a pour logarithme l’exposant ^ 

de la puissance à laquelle il faut élever le nombre con-r 
stant a pour avoir le nombre proposé. La base a d’un sys- 
tème de logarithmes est le nombre qui a pour logarithme 
l’unité. 


Changement de la base. 

90. La base d’un système de logarithmes est un nombre 
positif constant, que l’on peut choisir à volonté. Supposons 
que l’on ait calculé les logarithmes des nombres dans le 
système dont la base est a, et que l’on veuille les calculer 
dans un autre système ayant pour base a'. Appelons x le 
logarithme d’un nombre quelconque y dans le premier sys- 
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tëme, a! le logarithme du môme nombre dans le second 
système, on aura 


d’où 


a'=y, — 

£t*=a'*'. 


Prenons les logarithmes des deux membres de cette égalité 
dans le premier système, en remarquant que le logarithme 
de O est l’unité, il vient 


d’où 


X = a/ log a'. 


x'= 


1 

loga' 


X. 


Ainsi les logarithmes des mêmes nombres dans les deux 
systèmes sont proportionnels, et l’on a la règle suivante : 
pour passer d'un système de logarithmes à un autre, il suffit 
de multiplier les logarithmes du premier système par l’in- 
verse du logarithme de la nouvelle base pris dans le premier 
système. . 


Logarithmes népériens. 


91. Les logarithmes ont été inventés au commencement 
du XVII* siècle par l’Écossais Nèper, qui prit pour base le 
nombre incommensurable « = 2,7182818 ; les loga- 

rithmes de ce système ont été appelés logarithmes hyper- 
boliques, ou, du nom de l’inventeur, logarithmes népériens. 
Ce sont ceux-là qui se présentent naturellement dans l’ana- 
lyse mathématique; on les désigne ordinairement par la 
lettie L. 

Mais les logarithmes népériens ne sont pas commodes 

8 
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lia 

pour les calculs numériques, parce qu’ils ne sont pas en 
harmonie avec notre numération décimale. C’est pourquoi 
Briggs, contemporain de Néper, proposa de remplacer la 
base e par la base dix de notre système de numération. Ce 
sont les logarithmes de Briggs dont on fait habituellement 
usage dans les calculs numériques ; on les a nommés pour 
cette raison logarithmes vulgaires ; nous les désignerons par 
le signe log. 

On appelle module d’un système de logarithmes le nombre 
constant par lequel il faut multiplier les logarithmes népé- 
riens pour avoir les logarithmes du système considéré. Soit 
a la base d’un système de logarithmes; d’après ce qui a été 
dit précédemment , son module M sera 



c’est-à-dire l’inverse du logarithme népérien de la base. Le 
module des logarithmes vulgaires est M = 0,4342944819... 

Lorsqu’on passe d’un système dont la base est a à un 
système dont la base est a, le multiplicateur constant 

s’appelle module relatif du premier système au se- 
cond. 

92 . 11 est bon de faire voir pourquoi Néper a choisi le 
nombre incommensurable e pour base de son système de 
logarithmes. Considérons les deux progressions 



O . P . ap . 3 ? 

dans lesquelles a et p sont das quantités très-petites , afin 
que les termes des deux progressions croi.ssent par degrés 
très- petits, et que l’on ait ainsi les logai'ilhmes de tous les 
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nombres avec une grande approximation. Néper appelait 
module des logarithmes définis par ces deux progressions 

le rapport ou plutôt la limite de ce rapport, quand a et p 


tendent simultanément vers zéro, et il distinguait chaque 
système de logarithmes par son module. L’idée lui vint alors 
d’adopter le système dont le module est l’unité, celui qu’il 
regardait comme le plus simple. Si l’on fait p = a, les deux 
progressions deviennent 


1 : 1 +«: (i 4*«)* • • 

* 1 . a . as . 3 a 


Telles sont les deux progressions par lesquelles Néper défi- 
nissait son système de logarithmes. Calculons la base de ce 
.système, c’est-à-dire le nombre qui a pour logarithme l’u- 
nité ; supposons d’abord que le terme ma de la progression 
arithmétique soit égal à l’unité; le terme correspondant de 
la progression géométrique est (i + puisque ma = i, 

on a a = ^ et (i + a)*" = -f ; lorsque a tend vers 


zéro, m augmente indéfiniment, et le nombre 



tend vers la limite e, qui est la base des logarithmes népé- 
riens. 

Si aucun terme de la progression arithmétique n’est égal 
à Tunité , deux termes consécutifs ma et (m i) a compren- 
dront l’unité; la base a sera comprise entre les deux termes 
correspondants (i -fa)"* et (i 4*a)”*+‘ de la progression 
géométrique. On a 


ma < I < (m 4 - 1 )a, 


1 

m 1 


1 

<«< -. 
m 


et par suite 
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La base est plus grande que (i + a)", et à plus forte rai- 
son plus grande que (^i ^ ^ ; elle est plus petite 

que (i 4- a )"■'■* et à plus forte raison plus petite que 
I -[- — 1 .La base est donc comprise entre les deux 
quantités 

que l’on peut mettre pour la forme 




m -f- 1 


Chacune de ces quantités ayant pour limite e, quand m 
augmente indéfiniment , la base cherchée est égale à e. 


Logarithmes vulgaires. 

93. Dans un système quelconque les puissances de la 

base a\ a*, a’ ont évidemment pour logarithmes les 

nombres entiers i, a, 3 Dans le système vulgaire, ce 

sont les puissances de lo, savoir lo, loo, looo, qui 

ont pour logarithmes les nombres entiers successifs. Les 
logarithmes ont été calculés en décimales; la partie entière 
d’un logarithme s’appelle caractéristique. 

Les nombres plus petits que l’unité ont leurs logarithmes 
négatifs; les logarithmes négatifs étant incommodes dans 
la pratique, on leur substitue des logarithmes qui ont leur 
partie décimale positive et leur caractéristique seulement 
négative. Soit le nombre o,o3564 plus petit que l’unité; son 
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logarithme est négatif et a pour valeur 

Écrivons ce logarithme de la manière suivante 

— a+i — o,448o6a3 = — a -|- 0,5519377. 

OU plus simplement 

3,5519377, 

Sous cette forme, le logarithme a sa partie décimale posi- 
tive; le signe — , placé au-dessus de la partie entière, in- 
dique que la caractéristique seule est négative. La carac- 
tiristique négative du logarithme d’un nombre décimal plus 
petit que Funité renferme un nombre d'unités marqué par le 
rang du premier chiffre significatif, à partir de la virgule. 
En effet, soit m le rang du premier chiffre significatif à 
partir de la virgule dans le nombre proposé y; le produit 
y X 10" étant compris entre i et 10, son logarithme a zéro 
pour caractéristique, avec une partie décimale positive; 
pour revenir au nombre y, il faut diviser par io“, c’est-à- 
dire retrancher m du logarithme; le logarithme de y aura 
donc une caractéristique négative m, suivie d’une partie dé- 
cimale positive. 

Dans la première partie de cet ouvrage {livre IV, ch. 5 ) , 
nous avons expliqué l’usage des tables de Gallet. Nous nous 
sommes occupés aussi des questions relatives aux intérêts 
composés et aux annuités. Nous y renvoyons le lecteur. 


Résolution des équations exponentielles. 

9h. On appelle équation exponentielle une équation de la 
forme 

a* = b. 
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dans laquelle a et 6 sont deux quantités positives données^ 
l’exposant x l’inconnue qui doit vérifier l’égalité. Il est fa- 
cile de résoudre une semblable équation au moyen des lo- 
garithmes, Si l’on prend les logarithmes des deux membres 
de l’équation, on a 


d’où 


a;loga= log6; 



On obtient ainsi la valeur de l’inconnue. 


Exemples. 


1* 


7* = 1254, 
logi 254 3.0982975 

' = — [ = • „ , = 5,0001Q7. 

log 7 0,84509804 

S'’ = 0,462 
log 0,462 


lüg3 


= — 0,702878. 


On peut encore résoudre des équations exponentielles 
plus compliquées que la précédente. Soit l’équation 


= c, 


dans laquelle le premier membre signifie que le nombre a 
est élevé à une puissance marquée par b^, les trois lettres 
a, b, c désignant d’ailleurs des nombres donnés positifs. 
En prenant les logarithmes des deux membres, on a 


4*Xloga = logc, 
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On est ramené ainsi à l’exponentielle ordinaire. Pour que 
la question soit possible, il faut que les nombres a et c soient 
tous deux supérieurs ou tous deux inférieurs à .unité, 
afin que le second membre ait une valeur positive. Si l’on 
prend une seconde fois les logarithmes, on a 


d’où 


xlogé=loglogc — logloga; 


loglogc — logloga 
logé 
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DÉRIVÉES. 


CHAPITRE PREMIER. 


DÉBIVÉES. 


9Ô. Lorsque deux quantités variables x et y sont liées 
l’une à l’autre, de telle sorte que la variation de l’une en- 
traîne la variation de l’autre, on dit que ces deux quantités 
sont fonctions l’une de l’autre. Si l’on regarde y comme 
une fonction de x, on indique cette liaison par le sym- 
bole y=f(x). Nous supposerons dans ce qui suit que, 
lorsque la variable x varie d’une manière continue entre 
certmnes limites, la fonction y varie aussi d’une manière 
continue. A une variation très-petite h de la variable cor- 
respond une variation très-petite k de la fonction ; quand la 
première variation tend vers zéro, la seconde tend aussi 


vers zéro. En général, le rapport ^ de la variation de la 


fonction à la variation de la variable tend vers une limite 
finie et déterminée. Cette limite est ce qu’on appelle la dé- 
rivée de la fonction proposée. La dérivée est ime nouvelle 
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fonction de x que nous représentons par le symbole y' ou 
f{x). 

En mathématiques, on donne le nom d’accroissement 
aux variations très-petites des grandeurs continues, que 
ces variations soient positives ou négatives. 

Considérons, par exemple, la. fonction y = x*. Si l’on 
donne à la variable x l’accroissement h, la fonction devient 
{x -f- A)* = x’ xch -|- h*; 
elle éprouve la variation ou l’accroissement 
A = (x -f- A)* — X* = axA -f- A* ; 

on peut rendre h assez petit pour que chacun des termes 
sxA et A’, et par conséquent leur somme h, ait une valeur 
aussi petite qu’on veut; mnsi la fonction y varie d’une ma- 
nière continue avec x. En divisant par A, on a 

* -A 

7 = ax -I- A. 

A 

Quand on fait tendre A vers zéro, le rapport - de l’accrois- 
sement de la fonction à l’accroissement de la variable tend 
vers la limite ax; on en conclut que la fonction proposée 
admet une dérivée y' = ax. 

96. Considérons encore la fonction plus générale y = ax", 
dans laquelle l’exposant m est entier et positif, et le coeffi- 
cient a constant. Si l’on donne à la variable x l’accroisse- 
ment A, la fonction devient 

a(x -J- A)" = ax" -j- — ax""‘ A-f ox“"’A* - j- oA“ ; 

I 1.3 

elle éprouve l’accroissement 

A=û(x-j-A)'*— ax*=ffiax“‘'A-f-^î^^ — ^ax""’A’-}- -|-flA"; 
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on peut rendre h assez petit pour que chacun des termes 
du second membre, et par conséquent leur somme k, ait une 
valeur aussi petite qu’on veut; ainsi la fonction y varie 
d’une manière continue avec x. En divisant par h, on a 

- -j ^ aaf* *A + ah" 

h 1.2 

Quand on fait tendre h vers zéro, tous les termes du second 
membre, à partir du second, tendent vers zéro ; comme ils 
sont en nombre fini, leur somme tend aussi vers zéro. Le 

rapport ^ tend donc vers la limite max"~' ; on en conclut 

que la fonction proposée admet une dérivée y' = maaS"~^. 
Ainsi, on ohlienl la dérivée de la fonction ax” en multipliant 
cette fonction par l’exposant de x, et diminuant ensuite f ex- 
posant d’une unité. 

97. En général, les fonctions continues admettent des 
dérivées ; mais on peut rattacher cette propriété analyti- 
que des fonctions continues à la propriété géométrique des 
courbes d’admettre en général une tangente en chacun de 
leui's points. 

Soit y = f(x) la fonction proposée. Traçons dans un plan 

deux droites fixes OX et 
OY, l’une horizontale, l’au- 
tre verticale; à partir du 
point 0 portons sur la pre- 
mière une longueur OP 
égale à une valeur quel- 
conque de la variable x; 
au point P élevons une per- 
pendiculaire sur laquelle nous prendrons une longueur PM 
égale à la valeur correspondante de la fonction y, et opé- 
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rons de même pour chaque valeur de x. La fonction étant 
continue, le lieu des points M ainsi obtenus formera une 
courbe qui représentera la marche de la fonction. Afin d’é- 
tendre ce mode de représentation à toutes les valeurs, on 
convient de porter les valeuis positives de a: à droite du 
point 0, les valeurs négatives à gauche; et de même on 
porte la valeur de y sur la perpendiculaire, au-dessus si 
elle est positive, au-dessous si elle est négative. 

Cela posé , donnons à as un accroissement PP' = A , la 
fonction éprouvera un accroissement k représenté par la 
différence M'D entre les deux perpendiculaires ou ordon- 
nées voisines MP et M'P'. Traçons la sécante MM'; dans le 

h 

triangle rectangle MM'D, le rapport - est égal à la tangente 

de l’anglé M'MD ou de l'angle ^ que fait cette sécante 
avec l’axe horizontal OX. Faisons maintenant diminuer 
l’accroissement h jusqu’à zéro, le point M' se rapprochera 
indéfiniment du point M; la sécante, tournant autour du 
point M, tendra en général vers une position limite MT qui 
est la tangente à la courbe au point M ; l’angle p tendra 
vers l’angle a, que fait la tangente MT avec l’horizontale, et le 
k 

rapport - , qui est égal à tang ^ , tendra vers la limite 
tang a. 

Ainsi, quand la courbe qui représente la fonction a une 
tangente, et c’est ce qui a lieu en général, la fonction admet 
une dérivée. 

98. Nous avons appelé dérivée d’une fonction continue 
y = f(.r) la limite du rapport de l’accroissement de la 
fonction à l’accroissement de la variable, quand ces deux 
accroissements tendent vers zéro. Cette dérivée y' = f'{x] 
est une nouvelle fonction de x ; si l’on en prend la dérivée. 
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on aura la dérivée de la première dérivée^ ou la seconde 
dérivée de la fonction proposée; nous la représenterons par 
le symbole y" ou /'"(a;). Cette seconde dérivée y" = r(x) 
est une nouvelle fonction de rc ; si l’on en prend la dérivée, 
on aura la dérivée de la seconde dérivée ou la troisième 
dérivée de la fonction proposée ; nous la représenterons par 
y'" ou • En continuant de cette manière, on obtient les 
dérivées des différents ordres de la fonction proposée. 

Dérivée d’une somme, 

99. Soient u, t, w diverses fonctions continues de la va- 
riable X. Nous supposons que ces fonctions ont des dérivées 
que nous convenons de représenter par les notations u', v\ w\ 
accentuant simplement les lettres qui désignent les fonc- 
tions. Désignons par le symbole àx l’accroissement que l’on 
donne à la variable x, et par Au, Ar, Aw les accroissements 
ou variations qui en résultent pour les fonctions u, v, w. 

La somme algébrique 

y = u + ü — w 

des fonctions proposées est une nouvelle fonction de la va- 
riable X. En désignant par Ay la variation qu’éprouve cette 
fonction, on a évidemment 

Ay = Am + Av — Lw, 

Chacune des fonctions u, v, w étant continue, on peut at- 
tribuer à la variable x un accroissement Ax assez petit pour 
que chacun des accroissements Au, Av, Au?, et par consé- 
quent leur somme Ay, ait une valeur aussi petite qu’on 
veut; ainsi la nouvelle fonction y varie aussi d’une manière 
continue avec x. 
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Si l’on divise tous les termes par Ax, il vient 

^ A« Ai; Aw 

Ax Ax Ax Ax* 

Supposons maintenant que l’accroissement Ax de la variable 
tende vers zéro, les accroissements correspondants Au, A», 
Au», Ay des fonctions tendront aussi vers zéro; le rap- 
Au 

port — tendra vers ime limite qui, par définition, eçt la 

dérivée de la fonction u, dérivée que nous représentons 

par v! ; les rapports ^ ^ tendront de même vers des 

limites qui sont les dérivées des fonctions o et w ; on en con- 

dut que le rapport ^ tend aussi vers une limite égale à 

u' + 1 ' — to' ; la fonction y admet donc une dérivée, et 
l'on a 

ÿ=:u’ + V' — U/. 

Ainsi, la dérivée d'une somme algébrique est la somme des 
dérivées des diverses fonctions qui la composent. 

Dérivée d'une fonction entière. 

100. Toute fonction entière du degré m est de la forme 

/■(x)=A„x" + A,x" ‘4- 4-A„_,x + A„. 

C’est la somme algébrique des termes qui la composent ; 
chacun des termes étant une fonction continue de x ayant 
une dérivée, leur somme, d’après le théorème précédent, 
est aussi une fonction continue de x, admettant une dé- 
rivée, et cette dérivée est égale à la somme des dérivées des 
différents termes. Nous avons vu (n" 96) que, pour trouver 
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la dérivée de la fonction entière élémentaire il faut 
multiplier par l’exposant de x et diminuer ensuite cet ex- 
posant d’une unité; en appliquant cette règle à chacun des 
termes du polynôme, on a 

/'(x) = in A„x”*- ‘ + (m — i) A,x*-* -f -f A„_, . 

Le degré de chaque terme s’abaissant d’une unité, la dérivée 
est une fonction entière du degré n» — i . Le terme con- 
stant A„ n’entre pas dans la dérivée, et, en effet, quand, x 
varie, l’accroissement k de la constante étant nul, on a 
k 

- = O, et la dérivée est nulle. 

A 

En prenant la dérivée de cette première dérivée, on 
obtient la seconde dérivée du polynôme proposé 

/”(x) = ?w(m— i)A„x”*-*-{- (m— i)(m— 2 )A,x"-’-f -^A„.,; 

c’est une fonction entière du degré m — 2 . 

La troisième dérivée, ou la dérivée de la seconde dérivée, 

f"(x) = m(m — i)(m — 3)A„x*"*-}- • 

est du degré m — 3, et ainsi de suite, chaque dérivation 
diminuant le degré d’une unité. 

La dérivée de l’ordre m est du degré zéro; c’est une 
constante. Les dérivées suivantes sont nulles. Ainsi un po- 
lynôme du degré m am dérivées. 

Exemples. 

f(x) = X* 4- 5x* — jx -}- 6. 

En appliquant la règle énoncée plus haut, on obtient les 
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dérivées successives 

f'(x) = 3x’ + lox — 7 , 
f'{^) = 4“ >0, 

r(x)=6. 

Il est à remarquer que le terme constant du polynôme 
proposé n’entre pas dans la dérivée; que les deux derniers 
• termes n’entrent pas dans la seconde dérivée, etc. Le pre- 
mier terme entre seul dans la dernière dérivée. 


Développement d’une fonction entière f(x) suivant les puis- 
sances croissantes de h quand on remplace x par x h. 


101. Si dans la fonction entière 


f[x) = A„x* + A,x~-' + A^—* 4- A„_,x + A„ , 

on remplace la variable x par x fc, il vient 

/ (x + A) = A,{x -f- A)" + A ,(x + A)"-‘ -j- A,(x + A)"-* 4- . 
+ A_,(x + A) + A„; 


en développant chaque terme suivant la loi du binôme, 
on a 


•A}=A„x- 


+mAoX^‘ 


+A,x**"' 4-(ra — i)A,x"‘* 
+A,x*“’+(m— i)A^"^’ 


+A«i_|X 

+A« 


+A« 


+m(m — i)A(|X™" 

+(m — iXff» — 

+(m — aX"* — SjAjX"" 


A’ 


+...+»i;m— i)...a.i.A, 


Dans la première colonne verticale nous retrouvons le 
polynôme proposé f{x). Dans la seconde colonne, qui con- 


A" 

.a...m' 
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tient h en facteur, nous trouvons la première dérivée ^ (a?); 
et en effet on voit, d’après la règle du binôme, que l’on 
obtient ce second polynôme en multipliant chacun des 
termes du polynôme proposé par l’exposant de x et dimi- 
nuant cet exposé d’une unité. Le polynôme écrit dans la 

h* 

troisième colonne, et qui contient — en facteur, se déduit 

1.2 

du précédent suivant la même loi ; c’est la dérivée de la 
première dérivée, ou la seconde dérivée /"(a?) du polynôme 

h* 

proposé. Le polynôme suivant, coefficient de ^ , est la 

1 . 2.0 

troisième dérivée f'''{x)^ et ainsi de suite. Enfin, dans le ' 

h"* 

dernier terme , le coefficient de est la dérivée 

1.2 m 

d’ordre m. Le développement de /‘(x + ^) suivant les puis- 
sances croissantes de h s’écrira donc 


f(x+h)=f{x)+f'{x) ^ +/» ^ +r{x) + 

1 1*JI 




1 . 2 . 


,m 


% 

Dérivée d'un produit. 

102. Considérons d’abord le produit y = mu de deux, 
fonctions continues u et v d’une même variable x; nous 
supposons toujours que les fonctions u et v ont des dé- 
rivées. Si l’on donne à la variable x l’accroissement Aa;, les 
fonctions m, v, y éprouvent des accroissements correspon- 
dants Am, Au, Ay, et l’on a 

y + Ay = (m + Am) (u + Au), 

ou, en effectuant la multiplication et supprimant dans les 
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deux membres les quantités égales y et uv, 

Aÿ = uAü üAtt Att X Ay. 

On peut rendre l’accroissement Aa; de la variable assez petit 
pour que les accroissements Au et A», et par conséquent Ay, 
soient aussi petits qu’on veut ; ainsi la nouvelle fonction est 
aussi une fonction continue de la variable x. Divisons tous 
les termes par Az, il vient 


Ay Ay 

Ax Ax 


, Au , Au 

_1- V j_ _ ><; 

Ax Ax 


Si l’accroissement Ax de la variable x tend vers zéro, les 
rapports^, tendent vers des limites qui sont les 

dérivées u', v' des fonctions u, v; le troisième terme 
du second membre devient nul, parce que le premier fac- 
teur ~ tend vers une valeur finie u', tandis que le second 
Ax 


Aï/ 

facteur tend vers zéro. On en conclut que le rapport — ^ 

tend lui-même vers une limite égale à uv' 4- tm' ; la fonc- 
tion y admet donc une dérivée, et l’on a 


y' = uy'-j-yu'. 

Ainsi, la dérivée d’un produit de deux facteurs égale le 
premier facteur multiplié par la dérivée du second, plus le 
second multiplié par la dérivée du premier. 

Lorsqu’une fonction est multipliée par un facteur con- 
stant a, il est clair que sa dérivée est multipliée par le même 
facteur. Soit y=au; on a évidemment Ay = aAu, et par 

suite -^ = a ^ ; on en déduit y' = au'. 

103. Considérons maintenant le produit y = «uto de trois 

9 
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fonctions continues et admettant des dérivées. Si l’on regarde 
le produit uv des deux premières fonctions comme ne for- 
mant qu’un seul facteur, la nouvelle fonction y, d’après le • 
théorème précédent, sera aussi continue et admettra une 
dérivée, et l’on aura 

y' = (uu}w' -j- 


Si l’on développe la dérivée (uv)' du produit ne, il vient 
?/' =r vvw' -f w{uv' vu'), 


. ou 


y' =z nvw' -j- nwv' -|- vwu'. 


Ainsi, la dérivée d’un produit de plusieurs facteurs est égale 
à la somme des produits que Von obtient en multipliant la 
dérivée de chaque faeteur par le produit de tous les autres. 


Exemples. 

r y = (2X— 5)(4je’-f7a’ — 5). 

;/= (ax — 5)(8x-|- 7)4-(tix* -j- 7 X — 3)2 = 24r* — i2X — 4>* 
2° y = x’(x* -f- i) (3x — i). 

ÿ = x’(x’ -[- 1)5 -f- x’(3x — i) 2 x -4- (x’ -J- i) (3x — i)3x* 

= 1 8 x’ — 5x* -j- 1 2 x’ — 3x*. 


Dérivée d'un quotient. 


104. Soit le quotient y = — de deux fonctions continues 
et admettant des dérivées. On a 

U &.U 


y + % = 


0 Al) ’ 
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U + Att 

U -f" 


U v\u — «Ay 

V v{v + Ay) ’ 
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On peut rendre Ax assez petit pour que Am et Av et par 
conséquent Ay soient aussi petits qu’on veut ; ainsi la nou- 
velle fonction y varie aussi d’une manière continue avec x. 
Si l’on divise par Aar, il vient 

Au Ay 

y U — 

Ay Aa; Aar 

Ax y(y Ay) 


Ar 

Quand Ax tend vers zéro, les rapports — , — tendent vers 

des limites qui sont les dérivées u' et v' des fonctions u 
et V ; d’ailleurs le dénominateur a pour limite v’ ; on en 

conclut que le rapport ^ tend vers une limite égale à 


vu MV 


; la fonction y admet donc une dérivée, et l’on a 


y =. 


vu — uv 


Ainsi, la dérivée d'un quotient égale le dénominateur mul- 
tiplié par la dérivée du numérateur, moins le numérateur 
multiplié par la dérivée du dénominateur, celle différence 
étant divisée par le carré du dénominaleur. 


Exemples. 


X — 1 




X+I — — l) * 

(x+l)’ “(X+l) 


I • 
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2« 

y'= 


5x' — 3.C -}- 4 


^ X' — 1 

X* — i)(iox— 3) — (5x* — Zx-\-i\)ix 


(x* — i)‘ 


3x’ — 1 8 x + 3 
(x’ — 1 )* 


^ a* -j- a’x* -|- X*’ 

— îx(a‘ -j- a’x’ X*) — (a* — x’) (aa’x + 4^’) 
(o* -j- a*x* + x‘)* 

ax(x‘ — aa’x* — aa*) 

(x‘ -)- a’x* o‘)’ 


Dérivée d'une puissance. 


105. Nous avons déjà trouvé (n° 96) la dérivée de la fonc- 
tion y = X”, quand l’exposant est entier et positif; cette 
dérivée est y' = mx"“'. Nous verrons que la même règle 
s’étend à un exposant quelconque. 

Considérons d’abord le cas où l’exposant m est de la 

1 — 

forme - , n étant un nombre entier positif. On a y =x" , et 

fl 

par suite x = y"; * est une fonction entière de y ; la fonc- 
tion proposée y de x doit être regardée comme la fonction 
inverse de celle-ci. A ime série de valeurs très-voisines 
dey correspondent des valeurs très -voisines dex; réci- 
proquement à ces valeurs très-voisines de x, nous faisons 
correspondre la série des valeurs données primitivement 
à y; de cette manière, y est une fonction continue de x. 11 
est facile de trouver la dérivée de la fonction inverse, au 
moyen de la dérivée de la fonction directe ; on a en effet 

^y 1 
ax /^\ ' 
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le 


Ax 

rapport — a pour 


limite la dérivée de la fonction en- 


tière x = y”, c’est-à-dire ny* 


, IC 1 appui Ir 




vers une limite égale à — î— j; 

° ny"~‘ 

I -1 — 

cette expression devient - x" 


si l’on remplace y par x", 
. Ainsi la fonction irration- 


I — — 1 

nelle y = »" admet une dérivée y' = - x" = »nx"~'. 

106. Supposons maintenant que l’exposant m soit de la 

forme Si l’on pose u = x", la fonction proposée y = x* 

devient y = ; c’est une fonction entière de la quantité u, 

qui est elle-même une fonction irrationnelle de x de la 
forme considérée précédemment. Quand on donne à x un 
accroissement très-petit Ax, u éprouve un accroissement 
très-petit Au, et par suite y un accroissement très-petit Ay; 
ainsi y est une fonction continue de x. On a 


Ay Ay Au 

Ax Au Ax* 

Au -- 

Le rapport — a pour limite la dérivée de la fonction u =x", 

c’est-à-dire ^x" le rapportas pour limite la dérivée 

de la fonction y = u’’, dans laquelle on regarde u comme 
la variable indépendante, c’est-à-dire pu»^'. On en conclut 

que le rapport ^ tend lui-même vers une limite égale 


du'"’ x - x " , 
n 
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Si l’on remplace u par sa valeur x " , cette expression devient 
^x" . Ainsi la fonction proposée y — x” de la variable x 
admet une dérivée 



1 

= mx 




1 


107. Supposons enfin l’exposant tn négatif, et soit 
m = — n,n étant un nombre positif entier ou fractionnaire. 
On a 


y = X*" = — ; 
^ X" 


en apppliquant la règle du quotient, on obtient la dérivée 
, — wx""* 

y = ; — = — nx""'* = 


La même règle, comme on le voit, s’applique à tous les 
exposants. 

Exemples. 


3” 

4* 


y = \/x=x’; 


y = -=x-‘. 


%/- i 
y = \x — x\ 


, 1 » 

* üs/x 

y* = — X-’ = ^ . 

' x’ 


y=-=x-», y' = -2X-> = -^. 


, I 

y=-x »: 


3\/x’ 


108. Considérons maintenant la fonction y = u“ que l’on 
obtient en élevant à une puissance quelconque m une fonc- 
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tion continue u de la variable x et admettant une dérivée. 
Quand on donne à la variable x un accroissement très- 
petit Ax, U éprouve un accroissement très-petit Aw, et par 
suite y un accroissement très-petit Ay ; ainsi y est une fonc- 
tion continue de x. On a 


Ay Ay Au 

AX Au ^x' 

Au • 

. Le rapport a pour limite la dérivée u' de la fonction u ; 

le rapport ^ a pour limite la dérivée de la fonction y = u'", 

dans laquelle on regarde u comme la vai iable indépendante, 

c’est-à-dire nm”’"'. On en conclut que le rapport tend 

lui-même vers une limite égale à X u', et par con- 
séquent que y, considérée comme une fonction de x, admet 
une dérivée 

y' = mu"*-' X u'. 

Ainsi, on obtient la dérivée de la puissance d’une fonction en 
multipliant par l’exposant, diminuant l'exposant d’une 
unité, et jnullipliant le résultat par la dérivée de cette fonc- 
tion. 

Corollaire. Im dérivée d’une racine carrée égale la dé- 
rivée de la fonction placée sous le signe radical divise par 
deux fois le radical ; car, en appliquant la règle précédente 
à la fonction 


on a 




u = 


2 


1 



U* 
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Exemples. 


y = v'ax’ — 4x’ + 5, y' = 


Gx* — 8x 


2° y = x(a* + X*) \/a’ — x*. 

, , , I .. ri — : 1 » r — ; x’,;a*+x’) a*-|-«’x*— 4x* 

y 3=(o*-|-x*)v'a — ^x*4-ax’v^o’ — x’ = p= — • 

\a‘ — x’ \a* — X* 

3“ y = {« + bx”')', 

y'= n(a -j- ôx")"~'m6x""* = 77mAx”'*(a bx)"~*. 


4“ y = a -f 


y/? xy/x ® 
a à 

i/=—-bx “ + çcx ’ — a(/x* 

O O 


c d _• _* 

f-j = a-j-6x ’ — ex • + rfx“*, 


a6 


l\c o,d 


Sxyx’ Sx’y/x 
5“ y *• 

y'= |^a-6x~* +(c*— x*f Qôx"^ — ^ x(c'-x*r . 


Dérivée de la fonction exponentielle. 

9 

, 109. Nous avons vu (n* 81) que la fonction exponen- 
tielle 

y = a*, 

dans laquelle a est un nombre positif constant, varie d’une 
manière continue avec x. Si l’on donne à la variable x l’ac- 
croissement ft, la fonction éprouve un accroissement 

k = — a* = a^(a'‘ — i), 
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et le rapport des deux accroissements est 



Lorsque h est très-petit, la différence a* — i est très-petite ; 
posons donc 


d’où 


a'' — 1 = 01 , 
= I +*» 


et, en prenant les logarithmes népériens des deux mem- 
bres, 

hLa = L(i -[-«), 


Remplaçons h par sa valeur, l’expression du rapport de- 
vient 


k a. La 

h ^ L( 1 -j- «) 


a*La 


o*La 


Lorsque h tend vers zéro, a tend aussi vers zéro, et la 

quantité ( i -|- «)« devient égale à e (n® 76) ; mais Le = i ; 

]( 

le rapport ^ tend donc vers une limite égale à a*La, et par . 
conséquent la fonction proposée admet une dérivée 


y'=a*La. 


Ainsi, pour avoir la dérivée d’une fonction exponentielle, il 
suffit de multiplier cette fonction par le logarithme népérien 
de la base. 

Considérons en particulier la fonction exponentielle 
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y = e^; puisque Le = i , on a y' = Ainsi, la dérivée de la 
fonction e'' est celte fonction elle-même. La fonction e* jouit 
de la propriété caractéristique de se reproduire elle-même 
par la dérivation. 

Dérivée de la fonction logarithmique. 


110. La fonction j/ = log x est l’inverse de la fonction 
exponentielle x = a* ; à chaque valeur réelle et positive de x 
correspond une valeur réelle de y, et une seule, et quand x 
varie d’une manière continue, y varie aussi d’une manière 
continue. On a évidemment 


AX 




Ax 


le rapport — a pour limite la dérivée de la fonction expo- 
nentielle x = o’', c’est-à-dire a^Lo; le rapport^ tend 

donc vers une limite égale à--)— ,ouplussimplementà-^. 

. a'Ltt xLo 

Ainsi la fonction proposée y = log x admet une dérivée 


y'— 


xLa' 


Dans le système népérien, la fonction y = Lx admet pour 
dérivée 


Dérivée du sinus. 


111. On a défini en trigonométrie les fonctions circu- 
laires. La fonction 


y = sin X 


Digitized by Google 



DÉBITÉES. 189 

varie d’une manière continue avec l’arc x\ quand x croit 

de O à - , U croît de o à i ; a: croissant ensuite de - à tu, 

y décroît de 1 à 0 . Lorsqu’on donne à la variable x un 
accroissement h, la fonction éprouve un accroissement 

k= sin(x-f- A)— sinx. 

Si l’on transforme en produit celleidlTérence de sinus, on a 


et par suite 


, ■ ( , h\ 

K = 2 sin - cos I X 4- - j > 

. h 
h 

h — 


Quand l’accroissement h de la variable tend vers zéro, 

. h 
sin - 

2 h 

le rapport — ^ du sinus à l’arc - tend vers l’unité, tandis 


que le second facteur se réduit à cos x; le rapport ^ tend 

donc vers une limite égale à cos x, et par conséquent la 
fonction proposée admet une dérivée 

t/ = cos X. 

Ainsi la dérivée du sintts est le cosinus. 

Dérivée du cosinus. 


112. La fonction 


y = cos X 
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varie aussi d’une manière continue avec x. On a de la même 
manière 

. A . / , A\ 

, , , —asin-sm x+- 

A_cos(*-|-A) — cosx a \ a/ 

_ _ - 


. A 



a 


et par suite 

k 

lim T- = — sinx. 
h 

Ainsi la dérivée du cosimis est le sinus pris en signe con- 
traire. 

Au moyen de ce qui précède, on obtient aisément les 
dérivées successives du sinus et du cosinus. 

ÿ = sinx, y = cosx, 

y' = cosx, y' = — sinx, ' 

y" = — sinx, y® = — cosx, 

y'" = r— cosx, y" = sinx, 

yt") = sinx, y^"' = cosx. 


On voit que les dérivées se reproduisent périodiquement de 
quatre en quatre. Après deux dérivations, les fonctions sin x 
et cos X se reproduisent avec des signes contraires. 

Dérivées de la tangente et de la sécante. 

113. La fonction 

y = tangx. 
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sin X 


étant égale au quotient de deux fonctions continues 


cos a; 


qui ont des dérivées, admet aussi une dérivée que Ton ob- 
tiendra d’après la règle du n® 104 ; on a ainsi 


. cos* X -I- sin* X 1 


COS' J? 


COS' a; 


De même la cotangente 


. cosar 
y = cot X = — 
sinx 


a pour dérivée 


y = 

sin*x 


La sécante pouvant se mettre sous la forme 

y = sécx= — 

cosx 

on obtiendra sa dérivée par la règle des quotients 


, sinx 

y = — T“ 
cos* X 


De même la cosécante 


y = coséc X = -7 


sinx 


a pour dérivée 


, cosx 

^ sin*x 


Dérivées des fonctions circulaires inverses. 


114. La définition des fonctions circulaires inverses exige 
quelques précautions, parce qu’à chaque valeur de la va- 


i 
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riable correspondent une infinité d’arcs. Considérons d’a- 
bord la fonction 

y = arc tanga:. 

Pour définir la fonction d’une manière précise, on donne la 
valeur de faix pour une valeur particulière de la va- 
riable. Quand x varie d’une manière continue à partir de x^, 
l’un des arcs varie d’une manière continue à partir de 
cet arc variable est la fonction y. Par exemple, si l’on sup- 
pose que y s’annule avec a;, la fonction variera de o à 

-1 — , quand x variera de o et de o à , quand x 

variera de o à — oo. 

La fonction proposée est l’inverse de la fonction directe 

X = tang y. 


Aa: 

Nous avons vu que le rapport — tend vers une limite égale à 

^ » 

— le rapport inverse-^ tend donc vers une limite 
cos’ y Aa? 

égale à cos* y, et l’on a 


y' = cos* y. 


Mais on sait que 


cos* y = 


1 + tang’y i -f- x 




on en conclut 


y= 


i+a:** 

115. Soit la fonction inverse 


y = arcsina:. 


On en déduit 


DÉRIVÉES. 
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a: = sin y. 


Nous avons vu que le rapport — tend vers une limite égale à 
cos y; le rapport inverse ^ tend donc vers une limite égale à 


, et l’on a 

cos y 

co s y < 

Puisque sin y =x, on a cosy= ± y/i — x*; si l’on remplace 
cos y par sa valeur, il vient 

— • 
y 1 — x' 


Il faudra mettre devant le radical le signe de cos y; si l’arc 
se termine dans le premier ou dans le quatrième quadrant, 
on prendra le signe +; s’il se termine dans le second ou 
dans le troisième, on prendra le signe — . 

110. On obtient de la même manière la dérivée de la 
fonction inverse 

y = arc cos x. 

On a, en effet, . 


X = cos y. 


Le rapport 


Ax 


tendant vers une limite égale à — siny, le 


rapport inverse ^ tend vers une limite égale à 
Ai 


-r^.On 

smy 


a donc 



Ou mettra devant le radical le signe de siny. 


✓ 
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Résumé. 

117. Nous avons trouvé les dérivées des fonctions simples 
que l’on considère ordinairement en mathématique; il est 
nécessaire de les apprendre par cœur; le tableau suivant 
permet de les embrasser d’un coup d’œil : 

y = X", y' = m étant quelconque, 

y = ar, y' = a*La, 

y = c«, = 

, = log.. = 

y=Lx, 

y = sïnx, y' = cosx, 

y = cosx, y' = — sinx, 

y = tangx, = 

y = arcsinx, j/= ± 

VI — X* 

y = arccosx, ÿ' = ±— =L=, 

v/i— X* 


y = arc tang x, 



Dérivée d’une fonclion de fonction. 

118. A l’îdde des fonctions simples que nous venons 
d’énumérer, on peut former une infinité de fonctions com- 
posées. Soit y une fonction f(u) de la quantité u, qui est 
elle-même une fonction <p(x) de la variable x; par l’intermé- 
diaire de la variable «, y pourra être considérée comme une 
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fonction de *; c’est ce qu’on appelle une fonction de fonc- 
tion. Nous supposons que u est une fonction continue de x 
admettant une dérivée n' ou <f'{x) , et que f{u) est une fonc- 
tion continue de u admettant une dérivée f'{u) . Si l’on donne 
à a; un accroissement très-petit Ax, il en résulte pour u 
un accroissement très-petit Aw,_çt pan. suite pour y un ac- 
croissement très-petit Ay ; ainsi y est une fonction continue 
de la variable x. On a évidemment 


^y Ay A» 

Ax Au Ax ' 


Quand l’accroissement Ax tend vers zéro , le rapport 

Av 

tend vers la limite m', le rapport ^ tend vers la limite /“(«); 

Ati 

Av 

le rapport^ tend donc vers une limite égale au pro- 

duit /■'(«) xu'; on en conclut que y considérée comme fonc- 
tion de X admet une dérivée 


ÿ=mxw. 

Ainsi la dérivée d'une fonction de fonction est égale au produit 
des dérivées des fonctions qui la composent. 

Nous avons eu déjà l’occasion de considérer des fonctions 
de fonctions, quand nous avons cherché la dérivée d’une 

P 

puissance fractionnaire y = x", ou d’une puissance y = u” 
d’une fonction de x (n°‘ 106 et 108); le mode de raison- 
nement que nous avons employé alors est le même que 
celui qui nous a servi pour établir le théorème général. 

119. Ce théorème peut être généralisé : soit y une fonc- 
tion F(u) de la quantité r, qui est une fonction /(u) de la 
quantité «, qui est elle-même une fonction ï(t) de la 

10 
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variable x; paf l’intermédiaire des quantités v et u, y pourra 
être considérée comme une fonction de la variable x. Nous 
supposons que les fonctions F (v), f{u), cf{x) sont continues 
et admettent des dérivées F'(r), f'{u), <p'(x). Si l’on donne 
à Æ un accroissement très-petit Ax, il en résulte pour u un 
accroissement très-petit Au, et par suite pour a un accrois- 
sement très-petit Av, et aussi pour y un accroissement très- 
petit Ay ; ainsi y est une fonction continue de x. On a évi- 
demment 

a» Au Au Au 

«y 

Ax Au Au Ax’ 

Quand Ax tend vers zéro, les rapports ^ tendent 

respectivement vers des bmitesu', f'(u), F' (a); le rapport 

^ tend donc vers une limite égale au produit 

F' (a) X ^ ' (u) X u'. On conclut que y considérée comme fonc- 
tion de X admet une dérivée 

y' = F'(u)X/‘'(u)Xu'. 

120. Puisque les fonctions simples que nous avons étudiées 
ont des dérivées, il résulte du théorème précédent que les 
fonctions composées que l’on formera en combinant ces 
fonctions simples d’une manière quelconque admettront 
aussi des dérivées. En voici quelques exemples. 

1“ y = sinar’. Si l’on pose u — x*, on a y = sinu et 
l’on voit que y est une fonction de fonction. L’application du 
théorème donne 

y' = cos u X u' = axcosx*. 

2* y = e““*. Si l’on pose w = sina;, on a encore une 
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fonction de fonction y = e“, qui admet pour dérivée 
>/ — e“Xu' = X cos x. 

3” y = c""*‘. Si l’on pose u = x\v = sinu, on a une 
fonction de fonction y = e" plus compliquée que les précé- 
dentes ; le même théorème donne 

y' = e'.cosM. 2 X = axe“"**cosx’. 

4° y = L(a:-|- En posant « = x-f \/i -j- x’, 
on a la fonction de fonction y — Lu, qui admet pour dérivée 



« + -= 
x-f y/7+ x' 


X 

y*! -}- X* 


6“ y = x*. En remarquant que, d’après la définition 
même des logarithmes , on a identiquement x = e*-*, on 
pourra mettre cette fonction sous la forme y = e'*-*; si l’on 
pose u = xhx, on a la fonction de fonction y = e“, qui ad- 
met pour dérivée 


ÿ=e"u' = e“{ 1 -1- Lx) = zf{i + Lx). 

Par l’habitude, on arrive à décomposer les fonctions com- 
plexes par la pensée, sans employer les lettres auxiliaires 
M et U. 


Exercices. 


Trouver les dérivées des fonctions suivantes ; 

V y = arc sin x — — x’. Jîép. : y' = — 

\/i — X* 

2* y = tangx — cotx. y' = î . 

sin’x co#x 
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3* 

A- 

5* 

6 “ 


T 

8 ” 

9* 

40 - 

\ 

11 » 


y —x{Lx—ï], 
y =e*(x — i), 
y = xsinx + cosx, 
y = — xcosx + sin x, 



IJ = L{x+ \/x^— i), 



y' = Lr. 

y' = xe*. 
y' = X cos X. 
y' — X sin x. 

1 


y = 
y' = 
y' = 


y'x* — 1 

I 

xy/ 1 — X*' 

I 




tang 


ax — X' 


>3 


42” y=arcsécx, 


y = 


1 


x\/x* — 1 


CHAPITRE II. 


ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS. 


121. Soit f{x) une fonction continue, f'{x) sa dérivée. 
Nous avons appelé dérivée d’une fonction la limite du rap- 
port de l’accroissement k de la fonction à l’accroissement h 
de la variable, quand ces accroissements tendent vers zéro. 


Lorsque h est très-petit, le rapport - diffère très-peu de 


Digitized by Google 



DÉRIVÉES. 149 

limite ; on a donc 

^=f(x)+e, 

d’où 

s étant une quantité très-petite qui s’annule avec h. Quand 
la dérivée f{x) n’est pas nulle, on peut rendre h assez 
petite pour que la quantité e soit moindre que f'{x) en va- 
leur absolue; alors c’est la quantité f'{x) qui donne son 
signe à la parenthèse. Si l’on suppose h positive, c’est-à- 
dire la variable x croissante, on voit que la variation k de 
la fonction aura le signe de la dérivée f{x). Quand la dé- 
rivée sera positive, k sera positive et la fonction ira en 
croissant; quand la dérivée sera négative, k sera négative et 
la fonction ira en décroissant. 

On déduit de là les théorèmes suivants : i° Si la dérivée 
d’une fonction reste positive pour toutes les valeurs de x 
comprises entre et la fonction va en croissant quand x 
croît de x^ à x, ; 2" si la dérivée reste négative, la fonction 
va en décroissant. 

Les théorèmes précédents subsistent, quand même la 
dérivée s’annule dans l’intervalle de x„ à x, ; il suffit 
qu’elle ne change pas de signe. Supposons, par exemple, 
que la dérivée, restant positive de x, à x, , s’annule pour 
une valeur intermédiaire a; appelons e une quantité posi- 
tive très-petite, mais déterminée ; quand x varie de x, à 
a — e, la dérivée étant positive, la fonction croît; x va- 
riant ensuite de a î à x, , et la dérivée restant positive, 
la fonction croît encore; comme l’intervalle ae est aussi 
petit qu’on veut et que la fonction est continue, on en con- 
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dut que la fonction va sans cesse en croissant, c[uand x 
varie de à x,. 

122. Lorsqu’une fonction, après avoir augmenté, décroît 
ensuite, elle passe par un maximum^ c’est-à-dire par une 
valeur plus grande que les valeurs voisines. Au contraire, 
lorsqu’une fonction, après avoir diminué, croît ensuite, elle 
passe par un minimum, c’est-à-dire par une valeur plus 
petite que les valeurs voisines. 

Dans le premier cas, la fonction commençant par croître, 
la dérivée est d’abord positive; la fonction décroissant en- 
suite, la dérivée devient négative. Ainsi, quand la fonction 
passe par un maximum, la dérivée change de signe, de 
positive devenant négative. 

Dans le second cas, la fonction commençant par décroître, 
la dérivée est d’abord négative; la fonction croissant en- 
suite, la dérivée devient positive. Ainsi, quand la fonction 
passe par un minimum, la dérivée change de signe, de né- 
gative devenant positive. 

Les réciproques sont vraies : lorsque la dérivée change 
de signe, la fonction passe par un maximum ou par un mi- 
nimum. Si la dérivée de positive devient négative, la fonc- 
tion, croissant d’abord pour décroître ensuite, passe par un 
maximum; si la dérivée de négative devient positive, la 
fonction, décroissant d’abord pour croître ensuite, passe par 
un minimum. 

Ordinairement la dérivée d’une fonction continue est 
aussi finie et continue; elle change de signe en passant par 
la valeur intermédiaire zéro. On obtiendra donc en général 
les valeurs de x qui rendent la fonction maximum ou mi- 
nimum en cherchant les valeurs de x qui annulent la dé- 
rivée, et qui en outre lui font éprouver un changement de 
signe. 
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Exemples. 

r 

123.* Question I. Êludier la variation du volume d'un 
cylindre circulaire droit dont la surface totale est con- 
stante. 

Appelons x le rayon de la base, y la hauteur, et repré- 
sentons la surface totale donnée par 2 r.a', nous avons la 
relation 

21TX* -1- arxÿ = aira’, 

ou plus simplement 

X* -|- xy = à*. 

Le volume V du cylindre a pour expression 
V = Ttx’y, 

et si l’on remplace y par sa valeur y = - — tirée de 

la relation précédente, 

V = iTx[a’ — x’) = T.(a*x — x’) ; 

c’est une fonction de la variable indépendante x. 

Les valeurs de ® et de y devant rester positives, le rayon x 
de la base ne pourra varier que de o à a. Quand x varie de 
O à a, on voit que le volume part de zéro pour revenir à 
zéro, en passant par une suite de valeurs finies. Pour étudier 
la variation de cette fonction, prenons sa dérivée 

V = 7t(a‘ — 3x‘) = 5r.(^Ç — x’j . 

La dérivée est positive pour les valeurs de x inférieures à 

, négative pour les valeurs de x supérieures à Si 

V3 
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donc on fait croître a: de o à— , le volume ira en aug- 

v/5 

mentant de zéro à une certaine valeur maximum; x crois. 

sant ensuite de à a, le volume ira en diminuant de 

v/3 

cette valeur maximum à o. 

Pour x= — , on a y = Ainsi, parmi tous les cy- 
v3 V5 

lindres qui ont même surface totale, le plus grand est celui 
dont la hauteur est égale au diamètre de la base. 

12i. Question II. Etant donnée une feuille de carton 
rectangulaire ABCD, si, après 
avoir mené des parallèles aux 
quatre côtés à la même distance, 
on enléoe les petits carrés dans 
les angles , et qu’on relève les 
portions rectangulaires telles que 
EKLF, on forme une boîte à fond rectangulaire EFGH. 
Etudier la variation du volume de celle.boite 
Appelons 2 a et 26 les côtés AB et AD de la feuille de 
carton, x la distance variable AK à laquelle on mène les 
parallèles; le fond de la boîte est un rectangle ayant pour 
côtés EF = 2 (a — x) et EH = 2(6 — x), et pour surface 
4 (a — x) {b — x); la hauteur de la boîte est x; le volume 
a donc pour expression 

V = Ux{a — a;) (6 — x). 

Si l’on suppose a>b, âc peut varier de 0 à 6 ; le volume 
part de zéro pour revenir à zéro, en conservant des valeurs 
finies. La dérivée de cette fonction est 






U G 

£ F 






I. U 


V = 4[3x* — 2(a -j- b)x + ab]. 
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La parenthèse est un polynôme entier du second degré. 
Si dans ce polynôme on remplace x par zéro, on a un ré- 
sultat positif + flô ; si l’on remplace x par 6, on a un 
résultat négatif — lyb{a — b)\ ainsi le polynôme a ses deux 
racines réelles, la plus petite x' comprise entre o et b, la 
plus grande x” supérieure à b, et l’on écrira 

V'= ia(x — x')(x — x”). 

Quand x croit de o à x', la dérivée étant positive, le vo- 
lume augmente de zéro à une certaine valeur maximum ; 
X croissant ensuite de x' à 6, la dérivée devient négative 
et le volume diminue de cette valeur maximum jusqu’à 
zéro. 

Le volume acquiert sa valeur maximum pour la valeur 
a +6 — — o.b 

X = X — , 

3 

125. Question III. Êludier la variation de la surface 
totale d’un cylindre circulaire droit inscrit dans une sphère 
donnée. 

Si l’on appelle x le rayon de la base et sy la hauteur du 
cylindre, on a 

x* + y’ = r*. 

S = aitx* ; 

d’où 

S = an(x’ -j- axv^r* — x’). 

Le rayon x peut varier de o à r. La fonction S, que l’on veut 
étudier, a pour dérivée 

éjn[x^ r* — x‘+ (r* — ax*)] 

\/r’ — X* 
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T 

Quand x croît de o à —, la dérivée est positive et la fonc- 

V2 

tion croît de zéro à 3itr*. Faisons maintenant varier x de 
r , 

— a r ; on a 
y/a 

g' — r’)] 

\/r’ — ar* 

La parenthèse est la différence de deux quantités positives ; 
si l’on multiplie et si l’on divise par la somme, il vient 

g, 4’^[x’(r* — X*) — (ax* — r’)*] 

[xy/r* — x’ -}■ (ax* — r*)] — x* 

g, 4’'(““ 5x* + 5r*x* — r*) 

[xy^r‘ — X* -|-(2X* — — x’ 

Le dénominateur étant positif, il suffit d’examiner le 
signe du numérateur, qui est un polynôme entier du second 
degré en x*. Quand, dans ce polynôme pris sous sa pre- 

r* 

mière forme, on remplace x’ par —, on obtient un ré- 
sultat positif; quand on remplace x* par r’, on obtient 
un résultat négatif; on en conclut que les deux racines du 
trinôme sont réelles , que la plus petite x'* est inférieure 

r* r* 

à — et la plus grande x"* comprise entre— et r*. On a 

donc 

g, — 207t(x* — X”)(X* — x"*) 

[xy/r’ — x’ +(ax’ — r’)]y^r’ — x* 

I* 

Quand x varie de -p à x", la dérivée est positive , et la 

y/2 
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fonction continue à croître de S-nr* jusqu’à une valeur 
maximum ; x variant ensuite de x” à r, la dérivée est néga- 
tive, et la fonction décroît de la valeur maximum à 2 Trr*. Le 
maximum de la surface est donné par la valeur 


y 10 


126. Question IV. Soil GU la ligne de séparation de deux 
milieux; la lumière se meut dans ces deux milieux avec des 
vitesses différentes v et V» Quel chemin doit suivre le rayon 
lumineux pour aller du point A au point B dans le temps le 
plus court? 

Nous pouvons déterminer la position des points A et B 
par leurs distances AP et BQ à la droite GH, et par la dis- 
tance PQ ; nous désignerons 
ces trois longueurs connues 
par a, 5, c. Si la vitesse était 
la meme dans les deux mi- 
lieux, il est clair que la lu- 
mière suivrait le chemin le 
plus court, c’est-à-dire la 
droite AB; mais la vitesse v 
dans le milieu supériem* 
étant plus grande que la vitesse u' dans le milieu inférieur, 
il y a avantage à ce que la lumière parcoure une plus grande 
longueur dans le premier milieu et une moindre dans le 
second; elle suivra donc une ligne brisée telle que AMB. 
Appelons x la distance cherchée PM; la lumière parcourt 
dans les deux milieux les longueurs 



W: 


AM = \/a* + æS MB == v/6* + (c — x)* ; 
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elle emploie à les parcourir les temps 


y/a’ + X* V^ô’ 4- — ^)* 

V ’ V' ’ 

elle met donc, pour aller de A à B, en suivant le chemin 
AMB, le temps 

^ + + — ^)* 

V ' v' ■ 

Ce temps est une fonction de x, considérée comme variable 
indépendante ; elle a pour dérivée 

X c — X 

r\/a’ X* + — ^’) 

Au point M menons une perpendiculaire N N' à GH; l’angle 
AMN est l'angle d'incidence i, l’angle BMN' l’angle de ré- 
fraction i'. Comme à 

X 

V^û’ -J- X* 
c — X 

(<• — x)* 

il en résulte cette expression de la dérivée 

sini si ni’ 

V v' ' 

Quand le point M se déplace de P à Q, l’angle i augmente 
de zéro à une certaine valeur, tandis que l’angle •' diminue 
au contraire d’une certaine valeur à zéro. 11 y a donc un 
point, et un seul, pour lequel la dérivée s’annule : avant, 
elle est négative; au delà, elle devient positive. La fonc- 
tion que l’on étudie diminue jusque-là pour augmenter 


sin I = 


PM 

AM 

QM 


®'”‘ = BM = 
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ensuite. Le minimum a lieu, quand on a 

sin i sin i’ 

V u' ’ 

ou 

sin J V 

sin i' v'’ 

C’est par cette considération du temps minimum que Fermât 
a trouvé pour la première fois la loi de la réfraction de la 
lumière. 

' 127. Qvestion V. Étudier la variation de la surface d’un 
secteur sphérique de volume constant. 

Appelons x le rayon du secteur, y la hauteur de la ca- 
lotte qui lui sert de base, et supposons que le volume soit 
égal à celui d’une sphère de rayon donné a ; nous aurons 
la relation 



ou plus simplement 



La surface du secteur a pour expression 

S = — y) + ajrxÿ, 

et, si l’on remplace y par sa valeur, 

La hauteur y de la calotte étant plus petite que le dia- 
mètre ax, le rayon x est plus grand que a; ainsi la va- 
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riable x peut croître à partir de a indéfiniment. La surface 
a pour dérivée 

««•[ar’+a'*’ — l\a,\Ja[x’^ — a’)] 

x'\ja[x^ — a’) 

Le numérateur est la différence de deux quantités ; si l’on 
multiplie les deux termes de la fraction par la somme, 
on a 

i:a*(x* — 1 aa*x* + aoa*) 

O — ^ • ■ . I ■■ I — ^ 

x’\/e(x’ — aa’-j- lia\Ja[x* — a’)] 

Le dénominateur étant positif, il suffit d’examiner le signe 
du trinôme 

x' — laa’x’ + aoa*, 

qui est du second degré par rapport à x*, et qui, décom- 
posé en facteurs, s’écrit 

(x* — 2a‘)(x* — loa’). 

Quand x varie de a à a\/7, la dérivée étant positive , la 

surface croît; x variant de a\fï à a\/7ô, la dérivée est 
négative, et la surface décroît; x croissant ensuite indéfi- 
niment au delà de a ^ 10 , la dérivée est positive, et la sur- 
face augmente. 

Examinons maintenant les formes successives par 
lesquelles passe le secteur. Lorsque x = a, on a y = 2 a, 
S= 4tîo’; le secteur se réduit à une sphère de rayon 

a. Le rayon x croissant de a à y décroît de 

«a àa v/T, le secteur, qui est plus grand qu’un hémisphère, 
s’ouvre de plus en plus, jusqu’à ce qu’il arrive à la forme 
d’un hémisphère; la surface augmente de la valeur ini- 
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tiale 4’^o’ au maximum ZT.a'\fî\, Le rayon croissant en- 
suite de a\/T à a\J~îô, y décroît de a y/7 à — le sec- 

i) 

teur, qui est maintenant moindre qu’un hémisphère, 
s’allonge jusqu’à ce que la hauteur de la calotte ne soit 
que le cinquième du rayon ; sa surface diminue du maxi- 
mum Sîca’y/^au minimum xa’y/ loo. Le rayon x crois- 
sant ensuite au delà de ay/Tô indéfiniment, y diminue et 
tend vers zéro; le secteur continue à s’allonger, et sa sur- 
face augmente indéfiniment. 

Si 

On peut remarquer que la valeur minimum ira* y/ lOo, 

par laquelle passe la siu-face pour x = a C77, est plus 
grande que la valeur initiale 4’îa*. Ainsi, c’est quand le 
secteur a la forme d’une sphère que sa surface est la plus 
petite possible. Nous remarquerons encore que la surface 
passe une seule fois par toute valeur comprise entre la 

valeur initiale Aita* et le minimum tu’ y / 1 oo, trois fois par 
toute valeur comprise entre ce minimum et le ma.ximum 

3«a*V^4> et enfin une seule fois par toute valeur plus 
grande que ce maximum. 

128. Question IV. Étudier la variation du volume du 
secteur sphérique dont la surface totale est constante. 

On peut déduire cette question de la précédente. 11 sera 
plus commode de prendre pour variable, non pas le rayon x 

JC 

du secteur ou la hauteur y de la calotte, mais le rapport - 

de ces deux longueurs, rapport que nous désignerons par z. 
Cette nouvelle variable caractérisera la forme du solide et 
aura la même valeur pour tous les solides semblables. 
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Quand x croît de a à c», y décroît de 2 a à o et par consé- 

qunet z croît de i à co. Donnons à la nouvelle variable deux 

valeurs ^ et z' , Soient S et S' les surfaces totales des solides 
correspondants, quand le volume V reste constant ; imagi- 
nons que Ton change les dimensions du second solide en le 
laissant semblable à lui-même, de manière que sa surface, 
qui était S', devienne égale à S; son volume, qui était V, 
acquerra la valeur V' donnée par la relation 



Ainsi, quand on passe d*une forme à une autre en laissant 
constant, soit le volume, soit la surface, on voit que la sur- 
face dans le premier cas, le volume dans le second cas, 
varient en sens contraires ; si la surface augmente, le volume 
diminue ou inversement. A un minimum de la surface cor- 
respondra un maximum du volume et à un maximum de la 
surface un minimum de volume. 

La variable z croissant de - à 1 , le secteur passe de la 

2 

forme d'une sphère entière à celle d’un hémisphère et le 
volume diminue; 5 croissant de 1 à 5, le volume augmente; 
z croissant à partir de 5 indéfiniment, le volume diminue et 
tend vers zéro. Le volume a passé d’abord par un minimum, 
puis par un maximum. 

La plupart des questions géométriques se correspondent 
ainsi deux à deux (voyez la première partie, n* 181).. 

Exercices, 

✓ 

1® Étudier la variation de la surface d’un trapèze inscrit 
dans un demi-cercle. 
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2” Étudier la variation de la surface totale d’un cône cir- 
culaire droit inscrit dans une sphère donnée. 

3° Étudier la variation du volume d’un parallélipipëde 
rectangle à base carrée dont la surface totale est donnée. 

à* Étudier la variation du volume d’une niche de surface 
donnée. 

5" On fait mouvoir une lumière sur une droite verticale ; 
étudier la variation de la quantité de lumière reçue par une 
portion très-petite du plan horizontal. 

6* On fait mouvoir une lumière sur un cercle, étudier la 
variation de la quantité de lumière reçue par une portion 
très-petite d’un diamètre fixe. 

T Sur les faces d’un cube on place six pyramides ré- 
gulières de même hauteur ; la surface totale étant donnée, 
étudier la variation du volume du solide ainsi formé. 

8* Sur les faces d’un tétraèdre régulier on place quatre 
pyramides composées chacune de trois triangles isocèles 
égaux. La surface totale étant donnée, étudier la variation 
du volume du solide ainsi formé. 

9* Un aéromètre est formé d’un cylindre de rayon donné 
terminé par deux cônes égaux. La surface totale étant donnée, 
étudier la variation du volume. 

10" Étudier la variation de la surface d’un segment de 
cercle dont l’arc a une longueur donnée. 

Il® Un triangle est formé par trois arcs de cercle égaux 
entre eux et de longueur donnée ; étudier la variation de la 
surface. 

12® Un polygone régulier est formé par n arcs de cercle 
égaux entre eux et de longueur donnée, étudier la variation 
de la surface. 


Il 
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CHAPITRE IIL 

DÉBITÉES d’une FONCTION DE PEUSIEUBS VAKUBLES. 

120. Jusqu’ici nous n’avons considéré que des fondions 
d’une seule variable ; nous allons dire quelques mots des 
fonctions de plusieurs variables. Soit f{x, y) une fonction 
de deux variables indépendantes a; et y (on nomme va- 
riables indépendantes des quantités qui varient d’une ma- 
nière tout à fait arbitraire et indépendamment l’une de 
l’autre) . Si, regardant y comme une constante, nous pre- 
nons la dérivée de la fonction par rapport à la variable x, 
nous aurons ce qu’on appelle la dérivée partielle de la fonc- 
tion par rapport à a;. De même, si regardant x comme une 
constante, nous prenons la dérivée par rapport à la va- 
riable y, nous aurons la dérivée partielle par rapport à y. 
Telles sont les deux dérivées partielles du premier ordre de 
la fonction proposée; nous les désignerons par les nota- 
tions et f'^, l’indice indiquant la lettre par rapport à la- 
quelle on dérive. 

Si l’on dérive deux fois succesâvement, soit deux fois 
par rapport à x, soit une fois par rapport à æ et une se- 
conde fois par rapport à y, soit deux fois par rapport à y, 
on obtient trois dérivées partielles du second ordre que 
nous désignerons par les notations f",, f'^, f",. Et ain^ de 
suite. 

Par exemple, soit la fonction 

f[x, y) = 3x* — 5xy -}- y*_ 3x 4y -{- 2 . 

En dérivant par rapport à æ ou par rapport à y, on a les 
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deux dérivées partielles du premier ordre 

f:=6x-5y-H, 

/•^ = — 5 x+aÿ+ 4. 

En dérivant une seconde fois, soit par rapport à x, soit par 
rapport à y, on forme les trois dérivées partielles du second 
ordre 

0=6, /;;=-5, 

Les dérivées suivantes sont nulles. 

Théorème sur les fonctions homogènes. 

ISO. On dit qu’une fonction entière de x, y, x, .„ est bo- 
Bko^e et du degré m, lorsque la somme des exposants de 
ces lettres dans chacun des termes est constante et égale 
à m. Afin de préciser, nous supposerons que la fonction 
contient trois lettres y, y, 2. Chacun des termes est de la 
forme Ax'y'z’, et l’on peut écrire 

f{x, y, z) = SAx"y'z«. 

En prenant la dérivée par rapport à chacune des lettres, 
on a 

/•^ = SnAx"-‘y’’^» 

f'^ = Y,qkx’'y^z'>'^. 

Si l’on multiplie ces dérivées respectivement par x, y, *, U 
vient 

xf^ = lnAx’'y^z", 

• = S/>Ax’'ÿ'’2% 

zf'^ = Y,qkx''y*z\ 
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xfl + ÿ/ÿ +«/■;= S(« + P + ?) Ax»y»z«. 

La somme des exposants n -|-p + 9 étant constante et égale 
à m, on a 

+ 2/'* = mSAx»y'’z«, 
ou 

xf'„ + y^ 4- z/,' = mf (x, y, z). 

Dérivées des fonctions composées. 

131. Soit une fonction f{u, w) de deux quantités u et » 
qui sont elles-mêmes des fonctions de la variable x; il est 
clair que y est en définitive une fonction de la variable x. 
On demande sa dérivée. Si l’on donne à la variable x l’ac- 
croissement Ax, il en résulte pour u et » les accroissements 
Au et Ar, pour y l’accroissement Ay, et l’on a 

Ay = f[u -1- Am, t) Ay) — f[u, v), 

OU 

= A« + « + Aü) —/■(«, y 4- Ay) -f /-(m, y-f Ay)— /■(«, y). 

En divisant par Ax, on a 

^y _ + A«, y 4- Ay) — f{u, y -f- Ay) ^ ^ Am 

^ h.u tsx 

/•(«, y4-Ay) — Am> y) _ 

Ay Ax‘ 

Supposons maintenant que Ax tende vers zéro, les rapports 

et tendent vers les dérivées u' et v' des fonctions u 
Ax Ax 

et V. Dans le rapport 

/•(M,y4-Ay)— /(M,y) 

A.. » 
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on voit que le numérateur est l’accroissement qu’éprouve 
la fonction f{u, v) quand on donne à la variable v l’accrois- 
sement A», U restant constante ; la limite de ce rapport est 
donc la dérivée partielle /^(u, v) de la fonction /"(u, ») par 
rapport à v, et le second terme a pour limite 

Considérons maintenant le rapport 

f(u -|- A«, t) + Ap) — fiu, P A») 

^u ’ 

le numérateur est l’accroissement qu’éprouve la fonction 
f{u, «-1-A») quand on donne à la variable u l’accroisse- 
ment Au; ce rapport, en vertu du principe établi au n* 121, 
est donc égal à 

la quantité e s’évanouissant avec Au. D’autre part, la fonc- 
tion /^(u, v) étant continue, on a 

/■Ju, » -I- A») = f'Ju, v) + 

la quantité e' s’évanouissant avec Av; il en résulte que le 
rapport considéré est égal à 

Si maintenant on fmt tendre Aæ vers zéro. Au et Av tendent 
aussi vers zéro, ainsi que e et e', et le rapport a pour 
limite f^{u, v). La limite du premier terme est donc 

/•;(u,v)xu'. 

On a de la sorte 

y'= r«(«> v) X «' -f /;(w, «) X i/. 
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Ainsi la dérivée d’une fonction de deux fc^ti<»ffî « et « 
d’nne même variable x égale la dérivée partielle de la fonc- 
tion proposée par rapport à u multipliée par la dérivée de 
plus la dérivée partielle par rapport à v multipliée par la 
dérivée de v. 


Exemples. 

1® Prenons comme exemple la fonction y = af, dont nous 
avons déjà trouvé la dérivée (n° 120). Si l’on pose u = x, 
v = x,on a.y = u"; d’où, en appliquant le théorème pré- 
cédent, 

2* y = (sin x) *'. Posant m = sin a:, n = àx, on aura de 
même y = u' ; d’où 

ÿ =«;«'■'«' -j- u'Lm . ü' = 4a: cos a;(sin a;)‘®‘ ‘ -}-4(sio a:)*®L.(sina;). 

Dérivées des fondions implicites. 

132. On dit qu’une fonction est implicite lorsqu’elle est 
liée à la variable par une équation non résolue, ^si 
l’équation 

/•(x,y)=o, 

dans laquelle le premier membre est une fonctkm quel- 
c<mque des deux variables x et y, définit une fooction im- 
plicite y de X. Si l’on pouvait résoudre l’équation, on en dé- 
duirait y =f(x) et la fonction deviendrait explicite. 

On obtient aisément la dérivée d’une fonction implicite. 
En effet, prenons la dérivée de la fonction f{x, y) , dans 
laquelle nous regardons x comme la variable indépendante, 
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et y comme une fcmctioQ de x; ceUe dérivée, d’près le 
théorème précédent, est égale à 


n+fixi/- 

Gomme la fonction f{x, y) est constamment nulle, sa dé- 
rivée est aussi constamment nulle, et l’on a l’équation 

f: + fixy'=o, 

d’où l’on déduit 



Telle est l’expression de la dérivée de la fonction impli- 
cite y. 


Exemptes. 


1* Considérons la fonction ixopUcite y définie par l’équa- 
tion 

a:* — 4a:y -f- y’ 4- ax = O. 

On a, d’après la formule que nous venons d’établir, 

ax-^4y + 2 ^ — > 

— 4x + ay ~ y— 2 X 

L'équation proposée, étant du second degré par rapport 
à y, peut être résolue, ce qui donne 

y = ax± v^3x’ — ax. 

La fonction devenant ainsi explicite, on trouve directement 
sa dérivée, 


v/Sx* — ax’ 
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En remplaçant y par sa valeur dans la première expression 
de y', on obtient la seconde. 


2” 3x‘ — 4xy+ÿ* = o, y' 


i5x* — 4y 
— 4x-f-3ÿ*’ 




CHAPITRE IV. 


DES FONCTIONS PRIMITIVES. 


133. On appelle fonction primitive d’une fonction donnée 
une fonction dont la fonction proposée est la dérivée. Nous 
démontrerons d’abord l’existence de la fonction primitive, 
qu’on pmsse ou non l’exprimer au moyen des signes de 
l’algèbre. 

Soit y=f{x) la fonction proposée; représentons cette 
fonction par une courbe, comme nous l’avons expliqué 
au n° 97, en portant sur la ligne horizontale OX, à partir 

du point 0, des lon- 
gueurs égales aux diver- 
ses valeurs de la variable 
X, et élevant des perpen- 
diculaires ou ordonnées 
égales aux valeurs corres- 
pondantes de y. Considé- 
rons l’aire ABMP comptée à partir d’une ordonnée fixe AB 
jusqu’à une ordonnée mobile MP ; cette aire est une fonc- 
tion de x; car, si l’on fait croître x, l’ordonnée MP s’éloi- 
gnant, l’aire augmente; nous désignerons cette fonction par 
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ltJ9^ 

F(x). Je vais démontrer que la fonction F (a:), ainsi défi- 
nie, est une fonction primitive de la fonction proposée /l(a5). 
Concevons, en effet, que l’on donne à æ un accroissement 
PP' = ft; l’accroissement k de la fonction F (a:) sera l’aire 
du trapèze curviligne MPP'M'; par les points M et M' me- 
nons les horizontales MD et M'E; on voit que l’aire du tra^ 
pèze curviligne est comprise entre celles des rectangles 
MPPD et EPP’M'; ces rectangles ont pour mesure MP xft, 
M'Fxft; on a donc 

MPXA< *<M'P'xA, 
et en divisant par h, 

MP<ï <M'F. 
h 

Quand h tend vers zéro, l’ordonnée M'F devient égale à MPi 
]( 

donc la limite de - , ou la dérivée F' (a:) , est égale à l’ordon- 
née MP, c’est-à-dire k,f[x). Ainsi la fonction proposée f[x) 
est la dérivée de la fonction F (aï) ; et, réciproquement, la 
fonction F(x) est fonction primitive de f{x). 

Il résulte de là qu’une fonction continue quelconque a 
une fonction primitive, que l’on peut représenter par une 
aire plane. Si à la fonction primitive F(x) on ajoute une 
constante arbitraire G, on aura encore ime fonction primi- 
tive F(x)-fC ; car la constante ne donne rien dans la dé- 
rivée. 

Nous verrons, par ce qui suivra, que l’addition de cette 
constante arbitraire donne toutes les fonctions primitives 
de la fonction proposée. 

lââ. Démontrons d’abord que, lorsqu’une fonction a sa 
dérivée constamment nulle, cette fonction est constante. 
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Imagiaons la looclioa figurée par une ligne. Si l’on dé^- 
Y gne par a l’angle que fût la tan- 

gente à la Ugne en un point quel- 
Conque avec l’horizontale OX, nous 

savons (n* 07) que la dérivée de 

“ la fonction représente tang a. Puis- 

que la dérivée est constamment 
nulle, l’angle a est lui-même constamment nul. Â'uisi la 
ligne en chacun de ses points a sa tangente horizontaiei 
ce ne peut être qu’une ligne droite horizontale AB. L’or- 
donnée MP de chacun des points de cette ligne droite est 
constante ; on en conclut que la fonction proposée a une var 
leur constante. 

Soient maintenant deux fonctions F (x) et <p(x), ayant 
même dérivée f(x), je dis que ces deux fonctions ne peu- 
vent di/Férer que par une constante. En effet, on a, par hy- 
pothèse, 

Fix)=/{x}; 

si l’on retranche ces d^x égalités l’une de l’autre, il vient 
<f'(x) — F'(x) = o. 

Mais — F'(x) est la dérivée de la fonction ç(x) — F(a:); 
puisque cette dérivée est constamment nulle, la fonction est 
constante; donc 

<p(x)-F(x) = C. 

Nous avons dit (tf* 133) que, lorsqu’on a trouvé une 
fonction primitive F(x) de la fonction proposée, et que Ton 
y ajoute une constante arbitraire, on obtient une nouvelle 
fonction primitive F (x) G. 11 résulte de ce qui précède que 

l’on forme ainsi toutes les fonctions primitives de la fonc- 
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tion proposée, puisque toute autre fonction primitive ne 
diffère de la première que par une constante. Cette fonction 
primitive F(o:) + C , renfermant une constante arbitraire, 
s’appelle, pour cette raison, fonction primitive générale de 
la fonction proposée. 

On peut déterminer la constante de manière que la lonc- 
tloD primitive ait une valeur donnée A' pour une valeur 
donnée a de oc; on posera 

F(«) + C = A, • 

d’où 

C = A— F(o). 

Si l’on veut, par exemple, que la fonction primitive s’an- 
nule pour a: = a, on posera 

F(a)4-C = o; 

d’où 

C = -F{a], 

et la fonction primitive devient F(at) — F (a). 

La représentation géométrique de la fonction primitive 
montre bien que cette fonction renferme une constante ar- 
bitràire; car on peut compter l’aire à partir d’une ordonnée 
initiale AB quelconque (n° 133), et quand on change la posi- 
tion de cette ordonnée initiale, on modifie évidemment l’aire 
d’une quantité constante. Déterminer la constante de ma- 
nière que la fonction primitive s’annule pour x — a, c’est 
compter l’aire à partir de l’ordonnée initiale qui correspond 
h. x — a. 

135. La recherche des fonctions primitives est une opé- 
ration très-compliquée; nous nous bornerons aux cas les 
plus simples. Considérons d’abord une fonction entière 

Ajic" + A,x— ‘ -1- A^* -f -f A„_,a: -f A„ -, 
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sa fonction primitive est 


0*^ I "!**' I «t**' I I "«»— l**' 

*1 z; T "Z T “T "r 


m+ i 


m 


m — i 


2 




car, en prenant la dérivée de ce polynôme, on retrouve le 
polynôme proposé. Ainsi, pour avoir la fonction primitive 
d'une fonction entière^ on augmente tous Us exposants d'une 
unité et on divise chaque terme par l'exposant ainsi aug~ 
menté. Cette opération élève le degré. d'une unité. 

Par exemple, le polynôme 

X* — 5a; + 7 
a pour fonction primitive générale 


x^ 


^ + 7^ + C. 
2 


Si Ton veut que la fonction primitive s'annule pour a? = o, 
on fera G = o. 

La même règle s'applique aux exposants quelconques. 


Exemples* 


r 


m 

F(x) 

m 

F{x) 

f{x) 

F(x) 


= yGz=x*. 
2 - 

= jX«+C. 


— = x- 

X* 


= — a:-‘ + G = 


-+C. 

X 


2 -- 

— - oa? 

3 


4 . 


* + - ôa? * — 2da?"’. 
3 

ax * — bx *+da:"* + C. 


3 * 
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136, Voici encore d’autres cas où l’on peut trouver im- 
médiatement la fonction primitive : 


!• 

m=î. 

F(x) = Lx 4* C, 

2* 

i-l-x*’ 

F(x) = arc tangx -f C, 

3* 


F(x) = arc sinx -j- C, 

4* 


F(x) = arc cos X -f C, 

5* 

f{x) = c". 

F(x) = e* + G, 

6* 

f(x) = 0 *, 

F(x) = g+C, 

7* 

f[x) = cos X, 

F(x) = sin X -}- C, 

8* 

f(x) = sinx, 

F(x) = — cosx -}- C, 

9* 


F(x) = tang X -1- C, 

10* 


F(x) = — cotx -{- C, 

H* 

sinx 

^ cos’x’ 

F(x) = séc X -f C, 

12* 

cosx 

F(x) = — coséc X -1- C. 


Souvent le théorème sur les fonctions de fonctions permet 
de trouver la fonction positive. 


1» f{x) = 


x-j-a’ 


F(x) = L(x a) C, 


^ ' ' (jn — — a)*"* 


FW=i*rcUngî + C, 

■+u) 
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*■ W =;*.(»•+;»-)+ C. 

On voit ici que, le numérateur a® étant la dérivée du dé- 
nominateur O* -J- a?*, la fonction -, — i est la dérivée de 

a, -i-x 

L(a* -}-»*). 


S” 

f(^) 

X 

F(x) 

= V^a* + x*-fC, 

6* 

f[x) 


F(x) 

= -+c. 

T 

f[x) 

= cos ox, 

F(x) 


8“ 

/■(a;) 

Lx 

~T’ 

F(x) 

= i(Lx)‘ + C, 

9° 

M 

I 

xLx’ 

F(x) 

= LLx-f-C, 

10“ 

f[^) 

1 

F(x) 

_ -* , 


a:(Lr)*' 

[m— i)(Lx)*"‘ ’ 

H’ 

m 

1 4-e**’ 

F(x)' 

= arctang^e^ 4- C. 


CHAPITRE V. 

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES. 

136. Nous avons effectué (n» 101) le développement de 
f{x^ -j- ft) suivant les puissances entières et croissantes de A, 
quand la fonction est entière, et nous avons trouvé 
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f{x,+h) =/K)+/-K) * +r(xj ^ + 

+/‘‘’’>K) — - — , 

1 .3 tn 

tn étant le degré de la fonction. Le développement s’arrête 
à la dérivée d’ordre m; les dérivées suivantes sont nulles. 
La même forme de développement s’applique à une fonction 
continue quelconque ; mais alors la suite se prolonge indé- 
finiment et constitue une série. 

Supposons que la fonction f{x) reste finie et continue, 
ainsi que ses n + i premières dérivées, quand x varie de x^ 
à X, + *• Considérons le polynôme 

/(X .) + rM 7 + rv.) ^ + + m) 


du degré n par rapport à h, et représentons par 

4 ’.+ ! 

>•2 (« + > 


la différence qui existe entre /(x, -j- *) et ce polynôme, nous 
aurons 


{!) /ix, + A) = +rM 7 + rM ^ + . 

1 1.3 


-i-r'K)- 


+ 




1.3. 


.(«+«) 


R. 


Si l’on pose x, = x„+A, d’où x, — x^= h, et si l’on fait 
passer tous les termes dans le premier membre, <m écrira 


( 2 ) 


X, — X. 


rw- 


(X, — x„)* 


1.2 


rw+-.. 


(x, — X„)« 

1.2 n 




(x,— X.)-^^ 

1 -a (n+«) 


R = o. 
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La quantité inconnue R dépend des deux quantités x, 
et x^. 

Considérons la fonction 


(3) 


(Ji— 

i.a 


m- 


i.a n 


/■-(x) 


(x,— X)-^» R 

»-a (n + O 


Pour former cette fonction nous avons remplacé x, par la 
variable x dans l’expression (2) , excepté dans la quantité R 
que nous laissons constante. Pour abréger, nous désigne- 
rons cette fonction par f{x); si l’on en prend la dérivée, 
on remarque que les termes se détruisent deux à' deux ; les 
deux derniers termes subsistent seuls, et l’on a 




i.a . 


1.3 . 


ou plus simplement 


(4) 




D’après les hypothèses faites, la fonction <p(x) et sa dérivée 
y'(x) restent finies et continues quand x varie de x, à x,. 
Pour x = x,, la fonction tf{x) se réduit à l’expression (2), 
qui. est égale à zéro ; pour x = x,, les deux premiers termes 
se détruisent, les suivants deviennent nuis, et la fonction 
est aussi égale à zéro. Ainsi, quand x varie de x, à x, , la 
fonction (p(x) part de zéro pour revenir à zéro ; comme elle 
reste finie et continue, elle passe par un maximum en va- 
leur absolue; la dérivée <f'{x) change donc de signe, et 
comme elle reste elle-même finie et continue, elle change 
de signe en passant par zéro. On en conclut que la dérivée 
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s’annule pour une valeur de x comprise entre x^ et a?,, c’est- 
à-dire entre x^ et x^-{- h; cette valeur de x, qui annule la 
dérivée, peut être représentée par x^ + Oà, 8 étant une frac- 
tion plus petite que l’unité, et l’on a + = o. On en 

déduit, en vertu de l’équation (à) , 




L’égalité (1) devient ainsi 

(5) +f‘)= fM + TK) 7 + rw ^ + 

1 1.2 


“1” /*”(^o) 




;n+l 


+ 


1.2 ... n 1.2... n{n -|- i) 




Lorsque le terme complémentaire tend vers zéro quand n 
augmente indéfiniment, la formule donne naissance à une 
série convergente; c’est la série de Taylor. 

137. On peut obtenir le terme complémentaire sous une 
forme plus générale. Si l’on représente le terme complé- 
mentaire par 


1.2 




P étant un nombre entier quelconque, on a, comme précé- 
demment. 







1.2 


(■^1— a^o)" 

1.2 ... n 



(^1— 

1.2 .. . n[p-\- 1) 



La fonction 


,(x) = /'(x,) — f(x) — Îî— 

[x^ — x)"* 

• • • » • ■ ' • 

1.2 ... n 


f/v(^)_(îiziîLV'(x)- 


f'ix) — 


1.2 
(x^ — X)^ * 
1.2 .. . n(/>+ i) 


a 
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s’aonule encore pour ® = or, et «= x\ v sa dérivée 


?'(*) = 



1.2 ... n 


[R — (a,— 


s’annule par conséquent pour une valeur intermédiaire 
-f 9/i ; on en déduit 

R = 1 — + 0/t), 

et par suite le terme complémentaire 


1.2 


• ■«(/>+ 1) 




Le nombre entier p est arbitraire. Si l’on fait p = n, on 
retrouive la première forme; si l’on faitp = ov oa obtient 
une: seoHtde fottme; 


r. 3 . , .n 


,(*- 




qui est souvent utile dans les applications *. 

138. De la formule (5) ,'dans laquelle on remplace par 
O et h par x, on déduit 

( 6 ) m= tio). + rn-^ +npi 


+r(o) 


.►n 


+ 


1 . 2 ... > 




On peut aussi mettre le terme complémentaire sous la 
forme 


^*>+1 

(, _ o)»/»+‘(ex). 

1.2 n 


* Le princtpe de cette ingcnieuse démonstration de la série de Taylor est 
dû à M. Homersbam Cox (VI* volume du Journal de Cambridge)-, M.Rouché, 
professeur au lycée Cbartemagn», à Paris, l’a perfectionnée d’une manière 
Botable et lui a donné la forme simple sous laquelle nous l’avons présentée. 
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Lorsque le terme complémentaire tend vers zéro quand n 
augmente indéfiniment, k fonction est développée en série 
convergente, suivant les puissances entières et, croissantes 
de X. 

139. Appliquons cette formule au développement de la 
fonction e*. Toutes les dérivées de cette fonction sont égales 
à la fonction elle-même et se réduisent par conséquent à 
l’unité pour a: = o ; on a donc 


« I ^ I ^ t .1 ^ 

« = »H - • • • + 

I 1.2 i.a . . . 


+ 




■(«+«) 


Xe' 


fia 


La série étant convergente, quelle qne soit la valeur attri- 
buée à X, comme nous l’avons remarqué au n» 64, la frac- ^ 

x"*' ‘ 

tion — tend vers zéro, quand n augmente indé- 

finiment; d’ailleurs e®* conserve une valeur finie; le terme 
complémentaire tend donc vers zéro, et l’on a le développe^ 
ment de e* en série convergente pour toutes les valeurs de as 
positives ou négatives. 


X X X 

^ ^=' + T + ira + i:r3+ 


On obtient de la même manière le développement des 
fonctions sin x et cos x en séries convergentes pour toutes 
les valeurs de x. 


( 8 ) 


X x’ . x’ 

I i.a.3 ^ i.a.3.4.5 

X* , x‘ 

casx = 1 — . 

1.2 ”^1.2. 3.4 
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Séries logariihmiques. * 


140. Considérons encore la fonction L(i + *)• 
On a 

n^)=_i(.+x)-*, 
r(x)= i.a(i+x)-% 
f"(x) = — i.a.3(i 


et la formule (6) donne 


X X X 

^>+-)=7-T+3-4 + 



(n-}-i)(i+Ox)'^' 


Le terme complémentaire est 


‘ 1 

( X \"+* 

n -j- I ' 

i,i-f-0xj 


Lorsque la valeur de x est positive et infériem-e ou égale à 
l’unité le terme complémentaire qui est plus petit que 

n 1 ’ 

la fonction se développe en série convergente. 

Supposons maintenant que x ait une valeur négative 
moindre que l’unité en valeur absolue et posons x = — x'. 
Nous prendrons le terme complémentaire sous sa seconde 
forme 


tend vers zéro, quand n augmente indéfiniment, et 



La fraction — — étant plus petite que l’unité et le déno- 
minateur 1 — Ox' plus grand que i — x', le terme complé- 
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mentaire est plus petit que 

1 — x'’ 

il tend vers zéro, quand n augmente indéfiniment. La fonc- 
tion L(i -|- x) se développe donc en série convergente 


X X X x^ 

( 10 ) 


pour les valeurs de x comprises entre — i exclusivement 
et -fl inclusivement. ' 


Calcul des logarithmes népériens. * 

lAl. De la série précédente, on déduit des séries qui 
servent au calcul des tables de logarithmes. Proposons- 
nous de trouver une série donnant la différence entre les 
logarithmes de deux nombres entiers consécutifs n et n 1 . 
Puisque 

L(n+i)-Ln = L^ = L(i-f^), 

si dans la série (10) on remplace x par la fraction ^ , on a 

(11) L(n-l-i)-Ln = - 

Mms cette série ne converge pas assez rapidement, et il 
faudrait prendre un grand nombre de termes pour avoir les 
logarithmes avec une certaine approximation. 

On arrive k une série beaucoup plus rapidement conver- 
gente de la manière suivante : Si l’on retranche l’une de 
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l’autre les deux séries 


L(i + x) = ^ 



X 




A 

les termes de degré pair se retranchent, ceux de degré im- 
pair s’ajoutent, et l’on a 


Posons maintenant 

1 + n + • 

1 — X n ’ 

d’où 


X — - , 9 

an -f- 1 

et remplaçons x par sa valeur, nous obtiendrons la série 
(42) L^^=L(n+i) — Ln 

* Can-l’ • 3(an+ «)’ 5(an-l- i)“ J’ 

qpii convei^ d'autant plus i-apidemeut que le Bomlu% n 
est plus grand. 

142. C’est au moyen de la série (12) que l’on calcule les 
logarithmes népériens. 

En faisant n t= i dans cette série, oa a 

4 

I ® 1 “ J “ 1 “ 1 

® 3 3.3’ 5.3“ y.V + 

On commencera par réduire en décimales les fraotNB» 
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TTg, en divisant successivement par 9; puis 

O O t) 

on les ^visera par les nombres impairs 1, 5 , 5 , 7, 

Les dix preimers termes donnent, avec dix décimales 
exadtes, 

La = 0,69314 71806. 

Si dans la série (12) on fait n = n , on a 

L3_Ls» = - + — + ^ + •; 

On abrège le calcul en remarquant que diviser par 2 5 
revient à diviser par 1 00 et à multiplier par 4 « Les sept 
premiers termes donnent, avec dix décimales exactes. 


L3 == 1,09861 22887. 
^On obtient L 4 en doublant La, d’où 

L4 == 1,38629 4361 1. 
On calculera ensuite L 5 par la série 


L5_L4=^ + g^ + 5^.+. ; 


on obtient les fractions - , A » ? » divisant 

9 9 9 

2 2 2 • 

par 3 les fractions déjà caloalées g , Les cinq 

premiers termes donnent, avec dix décimales exactes, 

L5 = i ,^0943 79 1 24* ‘ 

On obtiendra L6 en ajoutant L 3 et La. On calculera L7 
par la série en faisant n = 6, et ^nsi de suite indéfiniment. 


m 
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Calcul des logarithmes vulgaires. * 

143. Quand on veut calculer les logarithmes vulgaires, il 
faut d’abord chercher le module. Pour cela, on calcule le 
logarithme népérien de 2, au moyen de la série 



comme nous l’avons expliqué dans le numéro précédent, 
ce qui donne 

La = 0,69314 71806. 

En doublant ce logarithme, on obtient le logarithme 
népérien de 4, 

I>4 = 1 ,386ag 436i 1 . 

On détermine ensuite le logarithme népérien de 5 au 
moyen de la série 


L5-L4 = ^ + ^, + ^ + 

9 3-9 5.9“ 


eu remarquant que ces nouvelles fractions se déduisent de 
celles qui ont servi au calcul de La, comme nous l’avons 
expliqué. 

Une fois qu’on a trouvé L2 et L5, l’addition de ces deux 
logarithmes donne 

1,10 = 2,3oa58 SogSo. 


On sait que le module M des logarithmes vulgaires est 
égal à (n“ 91); divisant 1 par Lio, on aura la valeur 
de ce module 1, 

M = 0,43439 448 >9* 


Digitized by Google 



CALCUL DES LOGARITHMES. 


185 


En le doublant, on a 


aM = 0,86858 89638. 

On obtient les logarithmes vulgaires en multipliant par le 
module les logarithmes népériens. La série (12) devient ainsi 


(13) 


log(n+i) — log« 

-I- . — l 1 î 

^ 3(an+ 1)» ^ 5(an+ i)* 



C’est cette série que l’on emploiera pour calculer les loga- 
rithmes vulgaires, en séparant les termes et l’écrivant sous 
la forme 


log(n+ 0— logn 


aM 

an-j- i 


aM 

3(an-|- »)’ 


. aM 
5(an-{- 1)* 


+ 


On obtiendra le logarithme vulgaire de 2, en multipliant 
par M le logarithme népérien de 2 qui a servi à trouver le 
module. On calculera log 3 par la série 


, _ , aM , aM aM 

log3-loga= _ + 


2M 2M aM 

On calculera d’abord les fractions -r- > en 

ô 0 5 


divisant successivement par 2 5, plus simplement en mul- 
pliant par 4 et divisant par 100; on divisera ces fractions 

respectivement par 1, 3, 5 ; en ajoutant les résultats, 

on aura log 3. On aura log 4 en doublant log 2. On ob- 
tiendra log 5, et en multipliant par M le logarithme népé- 
rien de 5 qui a servi à trouver le module. On trouvera 
log 6 en ajoutant log 2 et log 3. On calculera log 7 par la 
série 


log7 — log6=^ -f 


2M 2M 

^3* 


r 
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On aura log 8 en ajoutant log 4 et log s , !og 9 en dou- 
blant log 3 ; on sait d’ailleurs que log 10 = 1. On calcu- 
lera log 1 1 par la série, et ainsi de suite indéfiniment. 

La série (i 3 ) convergeant de plus en plus rapidement à 
mesure que l’on s’élève dans l’échelle des nombres entiers, 
les calculs deviendront bientôt très-simples. On aura, par 
exemple, le logarithme de i o 1 avec huit décimales exactes 
au moyen de deux termes seulement 

, aM , a’M 

log 101 — a = 5. 

201 5 .»oi* 

On calculera d’abord le premier terme en divisant le 
nombre connu aM par 201; puis on déduira le second 
terme du premier en divisant celui-ci par 3 . 201’ ou 
par laiaoS. 

Le premier terme de la série suffîra pour le logaiâtlime 
de 1001, 

, . aM 

4 og 100 J — 0 = , 

2001 

et à plus forte raison au delà. 

144 . C’est ainsi que l’on procède pour calculer les tables 
des logarithmes des nombres entiers; Ifô petites tables de 
Lalande contieBneut les logaritlmies des ixmibres entiers 
de 1 à leooo, avec cmq déciniales ; celles de Oallet les loga- 
rithmes des noBiinres entiers de 1 à «ooxmio, avec sept dé- 
cimales. Pour avo^ le logarithme d’un nombre fractionnaire 
» a, compris t»H entre 1000 et 1 0000, soit entre 1 0000 
et i««ooo, on cherche dans les tables le logarithme de la 
partie entière n, et on y ajoute la différence tabulaire 
log(n-f i) — logn multipliée par la fraction a (i” partie’ 
n* 21 6). Évaluons l’erreur commise ; 
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£b vertu de h. série (i o) oa a 
log(«+.)-log«=log(. + j) = M(î-i + g), 

log(n+,)-log„ = loe(. + i) = M(l-jL + ^), 

0 et 6, étant des nombres poêtifs plus petits que l’unité. 
L’erreur commise est 


le produit a(i — a) de deux facteurs variables dont la somme 
est constante, acquiert sa plus grande valeur ^ pour a = - , 
le premier terme de la parenthèse est donc plus petit que 
les termes suivants sont de signes contraires et 

moindres chacun que ^ ; donc l’erreur commise est moin- 


dre que M -j- , et par conséquent moindre que 

^ , puisque le module est plus petit que 

Si l’on opère -avec Les tables de LaXajide, comm* n eei égal 

OQ supérieur .à looo, l’erreur est moindre que â Foa 

opère avec les tables de Gallet, n étant égal ou supérieur 

k loooo, l’erreur est aMiudre que Ainsi l’erreur «om- 

mise par l’emploi de la proportion, n’altère pas, d'une part 
les cinq premiers chiffres décimaux, d’autre part les sept 
premiers. 
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THÉORIE DES ÉQUATIONS. 


CHAPITRE PREMIER. 

CALCUL DES QUANTITÉS IMAGINAIRES. 

Définition. 

145. Nous avons expliqué, dans la première partie de 
l’Algèbre (liv. III, chap. ii), comment la résolution de 
l’équation du second degré conduit à des expressions de la 
forme a + 5 \/ — i, auxquelles on a donné le nom de quan- 
tités imaginaires. Si l’on représente par la lettre i le sym- 
bole yj — 1 , les quantités imaginaires s’écriront sous la 
forme a + 6t, les lettres a et 6 désignant des quantités 
réelles positives ou négatives. 

Soit r un nombre positif, a un angle, on peut toujours 
poser 

a = rcosa, 4 = rsino. 
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En ajoutant les carrés, on en^déduit 


fl) r=s!a' + b\ 

et par suite 

a . b 
(2) cosa=-, sma = -. 

r r 

De cette manière la quantité imaginaire a + hi se met sous^ 
la forme 

r(cos a + i sin a). 


Le nombre positif r s’appelle le module^ Fangle a l’ardu- 
ment de la quantité imaginaire. Le module r donné par 
l’équation (1) a une valeur parfaitement déterminée. Mais 
l’argument a peut recevoir une infinité de valeurs. L’angle a. 
étant donné par son sinus et son cosinus, d’après les équa- 
tions (2), a une valeur et une seule de o à 27 t; on peut en- 
suite augmenter ou diminuer cet angle d’un multiple quel- 
conque de 27c; de sorte que si l’on représente pai* la pre- 
mière valeur de a, et par k un nombre entier quelconque^ ' 
positif ou négatif, toutes les valeurs de a seront comprises 
dans la formule a = + 2^7:. 1 


146. Dans un plan, marc^uons un point fixe O et traçons 

une droite fixe OX passant par 
ce point. On peut figurer la quan- 
tité imaginaire par une longueur 
OA égale à son module r portée 
dans une direction qui fasse avec 
la droite fixe OX un angle égal 
à son argument a. On compte l’an- 
gle a à partir de OX en tournant 
dans un sens convenu, par exemple, de OX vers OY. Cette 
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représentation des quantités iiaaginair@k a une grande im- 
portance en mathématique. Elle permet de suivre la varia- 
tion de ces grandeurs et constitue un instrument puissant 
pour l’étude des propriétés des fonctions. 

Si l’on fait varier l’angle a de o à an, la droite OA tourne 
autour du point 0, à partir de la portion OX, et décrit tout 
le plan. 

Les^ quantités' réelles sont des cas particuRers des quan- 
tités imaginaires. Quand a = o , la quantité ima^naire 
r(cosa + isina) devient une quantité réelle positiver; elle 
est figurée par une longueur égale à r portée sur l’axe OX 
dans le sens OX. Quand a = ic, la quantité imaginaire de- 
vient une quantité réelle négative — r; elle est figurée par 
une longueur égale à son module r portée sur l’axe fi.xe, 
dans le sens inverse OX'. 

Quand o. = -, la quantité imaginaire, qui as réduit à ri, 
est figurée par une longueur égale à r, portée sur la per- 
pendiculaire 0.Y à l’axe OX. Quand « = ^ , la quantité 

imaginaire, qui se réduit à — ri, est figurée par une lon- 
gueur égale à r portée*sur la perpendiculaire, mais dans le 
sens inverse OY^ 

En général,, quand on ajoute iz à l’argument, cos a 
et sina changeant de signe,, la quantité imaginaire 
r(çoaa -fr t sin a) change de signe. Ainsi deux quantités 
imaginaires égales et de signes contraires sont figurées par 
deux, longueurs ^ales OA. et ÛA' portées en sens inverse 
l’une de l’autre. 

Du point A abaissons une perpendiculaire AP sur l’axe X'X, 
on a 

a — rcosa = OP, 6=râwa = PA. 
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% 

On: voiU par là que la, partie réelle a de Ba quantité imagi- 
naire OA? est égaie à sa. projection OP sur Taxe fixe OX et 
le coefficient 6 de i à sa projection PA sur Taxe perpendi- 
culaire* 0Y. Ecrire la quantité- imaginaire sous la forme 
o*-f- bi rerônt à remplacer la ligne droite OA par la ligne 
brisée OP-A. 

OîFi' estime la grandeur d’une quantité imaginaire par 
la longueur dO la droite OA qui- la représente, c’est-à-dire 
par lé module de la quantité imaginaire; ,^Lorsque le mo- 
dule est petit, on dit que la quantité imaginaire est petite.. 
Lorsque le moiftile dévient nul, on dit que la quantité imagi^ 
naireelîe-méufe devient nulle. Puisque te modulérest égal' à 

ya* -f 6*^, pour- que le module soft nul, il est nécessaire et 
il suffit* que les deux quantités réelles u et ô soient nulles 
séparément. 

Deux quantités imaginaires égales sont dites égalés, lors- 
qu’elles sont représentées par la même droite OA dans la 
même direction, c’est-à-dire lorsque leurs modules sont 
égaux? et que leurs, arguments sont égaux ou dîflérent d'un 
nombre entier de circonférences. Il est clair que si deux 
quantités nnaginaires cr-f a' -f à't sont égales, on a sé- 
parément a = a\ b — b\ 

Addition, 

« 

ihS, On a étendu aux quantités imaginairesi les réglés 
ordinaires? dit calcul algébrique, comme si la lettre i dési- 
gnait, una quantité réelie,. en convenant de remplacer en- 
suite dans te résultat i* par — i . 

Proposons-nous d:’ abord d’additionner deux quantités 
imaginaises^ai-l- àiv en groupant les parties 

rédhesetiles partias^imagiiiflires, 

fû ^ (b' -f b'tf^{a + «') + (5^+ b’)i: 


192 LIVRE VI, CIIAP. I. 

Si l’on figure les deux quantités imaginaires proposées 
par des grandeurs géométriques 
OA, OA', comme nous l’avons 
expliqué, il est facile de voir que 
l’addition consiste à porter ces 
deux longueurs l’une à la suite 
de l’autre, chacune dans sa direc- 
tion. A partir du point A, extré- 
mité de la grandeur OA, menons une droite AB égale et 
parallèle à OA', et joignons OB; la droite OB représentera 
la somme des deux quantités imaginaires. Car la projec- 
tion de la ligne droite OB sur chacun des axes OX et OY étant 
égale à la somme des projections des deux parties de la 
ligne brisée OAB, les deux projections de la ligne OB sont 
égales à a + a’ et à 6 -{- è'. Cette droite figure donc la quan- 
tité imaginaire 





Nous remarquons que dans le triangle OAB la longueur 
du côté OB est plus petite que la somme des deux autres 
côtés OA et AB, et plus grande que leur différence. Il en 
résulte que le module de la somme de deux quantités imagi- 
naires est plus petit que la somme des modules de ces deux 
quantités et plus grand que leur différence. 

Ce que nous venons de dire s’étend à l’addition d’un 
nombre quelconque de quantités ima- 
ginaires. Soit à additionner trois quan- 
tités imaginaires figurées par les gran- 
deurs géométriques OA, OA', OA"; à 
partir du point A menons une droite iVB 
égale et parallèle à OA', et, à partir du 
point B, une dioite BC égale et parallèle à OA"; la 
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droite OR étant la somme des deux premières quantités, 
la droite OG sera la somme des deux quantités OB et OA", 
et par conséquent la somme des trois quantités proposées. 
La droite OG étant moindre que la ligne brisée OABG, il 
est évident que le module de la somme de j)lusieurs quantités 
imaginaires est plus petit que la somme des modules de ces 
quantités. i 


Soustraction. 


149. La soustraction n’ofTre aucune dilTiculté. D’une 
quantité imaginaire a -{- bi retrancher une quantité imagi- 
naire a' -^b’i, c’est trouver une troisième quantité imagi- 
naire qui, ajoutée à la seconde, reproduise la première. La 
différence cherchée est 


(a — e') + (è — è>. 

Soient OA et OA' les deux grandeurs géométriques qui 
figurent les quantités géométriques 

A 

proposées. A' la droite 0\ ajoutons 
\ une droite AB égale et parallèle à OA', 
** ’ mais de sens contraire; la droite OB 

figurera la différence cherchée; car si à cette quantité OB 
on ajoute OA' ou BA, on reproduit OA. 


MuUiplicalion. 

150. En eficctuant le produit de deux quantités imagi- 
naires a -|-èi, a'-f-6'i, d’après la règle ordinaire de la mul- 
tiplication des polynômes, on a 

(a bi]{a' -f- b'i) = aa' -f- bb'i* -1- {ab' bn']i ; 

1.3 
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si Ton remplace ensuite v par — i , il vient 

(a + bi) (q! + b't) = [aa' bb') + (ab' + bay, ' 

Le produit est une quantité imaginaire de la même forme 
que les quantités proposées. Si l’on a à effectuer le produit 
d’un nombre quelconque de facteurs imaginaires, on cal- 
culera le produit des deux premiers facteurs, comme nous 
venons de l’indiquer ; on multipliera ce produit par le troi- 
sième facteur, et ainsi de suite ; le produit final sera de la 
même forme. 

Supposons les deux facteurs mis sous la forme 
r(cos a -[- 1 sin a), /(cos a' + t sin a') ; 

le produit sera 

i « 

rr'[(cos a cos oc! — sin a sin a') -{- 1 (sin a cos a' + cos a sin a')], 

ou plus simplement 

7y[cos(a -j- a!) -J - 1 sin (a -|- a')]. 

On voit que le produit de deux quantités imaginaires est 
une quantité imaginairé qui a pour module le produit des 
modules et pour argument la somme des arguments, 

La même règle s’étend à un nombre quelconque de fac- 
tem'S, et il est clair que le produit ne change pas quand on 
change l’ordre des facteurs. 

Il est facile de donner à cette opération un sens géo- 
métrique. Pour multiplier la gran- 
deur géométrique OA par la grandeur 
géométrique OA', il faut d’abord mul- 
tiplier la longueur OA par le nombre 

abstrait qui mesure la longueur OA', 

puis faire tourner la droite OC ainsi 
obtenue d’un angle COB égal à l’angle XOA'. On voit en 
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effet que la grandeur géométrique OB a son module égal au 
produit des modules et son argument égal à la somme des 
arguments. 

Si l’on applique cette règle au produit i xi, on remarque 
A que la quantité imaginaire i est 

figurée par une longueur OA 

• égale à l’unité portée sur la 

® ® * perpendiculaire à Taxe fixe X'X ; 

. il- faut multiplier cette longueur par l’unité, puis la faire 
tourner d’un angle droit autour du point O, ce qui donne 
une longueur OB portée sur OX' ; ce résultat est égal à — . i . 
Ceci est bien d’accord avec la convention fondamentale 

t* = — 1 . 

Deux quantités imaginaires a + 61, a — bi, qui ne diffè- 
rent que par le signe de i, sont dites conjuguées. On a 

|(a 4. àî) [a — 6/) = a* + b\ 

Le produit de ces quantités est réel. 

11 est évident que le produit de plusieurs facteurs réels 
et positifs ne peut devenir nul que si l’un des facteurs au 
moins devient nul. La même propriété a lieu quand les fac- 
teurs sont imaginaires ; car le module du produit étant égal 
au produit des modules des facteurs, pour que ce module 
devienne nul, il est nécessaire et il suffit que le module de 
l’un des facteurs devienne nul. 


Divismu 

151 . Diviser une quantité imaginaire a-\-bi par une 
quantité imaginaire a' tI- 5'î, c’est chercher une quantité 
imaginaire x + yi qui, multipliée par le diviseur, repro- 
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duise le dividende. On doit donc avoir 


fl 62 = (a' + ^'0 Tf- yi)> 

ou, en effectuant le produit, 

a -\-hi= [a'x — b'\j) + [b'x + Q'y]i, 

et par suite, en égalant séparément les parties réelles et 
les parties imaginaires, 

» 

a!x — b'y=a,' 
b’x -f- a'y b, ' 

On déduit de là ~ 

ùa' -f- bb’ ba' — oh' 

a'» + 6'*’ a'’ + i'’ • 

t 

On a ainsi 

a + bi _aa!+bb’ ba’ — ab’ . 
a' + 1,’i ~ a'* + b'\ a'* + b’^ 

152. On ne change pas la valeur d’une fraction g formée 

de quantités imaginaires A et B, quand on multiplie ses 
deux termes par une même quantité imaginaire G ; car en 
désignant par Q le quotient que nous venons de trouver, 
on a 

A = BxQ; 

si l’on multiplie par G ces deux quantités égales, il vient 


d’où 


AC = BxQxC = BCxQ, 



A 

B’ 


11 en résulte une manière commode d’effectuer le calcul 


CALCUL DES QUANTITÉS IMAGIMAIBES. 197 

du quotient de deux quantités imaginaires; car si l’on 
multiplie les deux termes de la fraction 

a + bi 
a -j- b'i 

par la quantité a' — b'i conjuguée du dénominateur, on a 

a-\-bi (a -I- bi) [a — b'i) _ 

a' -f- b'i a'’ -)- U' ’ 

le dénominateur devient réel et la question est ramenée à 
une multiplication; on retrouve ainsi le résultat obtenu 
précédemment 

a -j- [aa -j- bb'] -f- [ba' — ab']i 

a' 4- b'i a’’ -f* b"* 

Quand on met les deux quantités imaginaires sous la 
forme r(cos a 4 - isin a), r'(cos a' 4 - «sin a'), on peut écrire 
immédiatement le quotient de- ces deux quantités 

r 

— [cos (a — a)' 4- * S'il (“ — a')] 5 

car, en multipliant ce quotient par le diviseur, on retrouve 
le dividende. Ainsi, le quotient a pour module le quotient 
des modules et pour argument la différence des arguments. 

Puissances. 

153. Commençons par former les puissances successives 
de i! On a d’abord t’ = — i. La troisième puissance »’ 
étant égale à la deuxième P multipliée par i, il vient 

j’ = t • X J = — I X I = — i. 

La quatrième étant égale à la troisième multipliée par i, 
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«* = j’Xï = — îX» = — = — ( — i) = + '» 
et ainsi de suite 

t' = i‘Xt = i, 

î* = i‘ X i = 2 X i— i' = — 1 . 

On obtient de la sorte la série des puissances 

. *"==+>, *’ =+^ i’=— i, *■’ = — t, 


La quatrième puissance étant égale à i\ il est clair que 
les mêmes résultats se reproduisent périodiquement de 
quatre en quatre, et l’on a en général 






Les puissances paires sont réelles, les puissances impaires 
imaginaires. 

Ces résultats sont évidents géométriquement. Les lon- 
■ Y gueurs OA et OB, égales à l’unité, 

|a portées sur OX et OY, représen- 

tent la première -j- i , la seconde i. 

Multiplier une grandeur géomé- 

* ® ^ trique par i, c’est la faire tour- 

ner d’un angle droit autour du 
l'’ point 0. En multipliant ainsi plu- 

1^' sieurs fois successivement la gran- 

deur OA par t, on obtient les quatrq grandeurs OB, OC, 
OD, OA, ou i, — 1 , — t, -j- 1 , qui se reproduisent périodicpie- 
ment. 


164. Si, d’après la convention générale sur lecalcol des 
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quantités imaginaires, on applique la formule du binôme 
au développement de (a + ôi)", on a 

(a -J- ôj)"’ = a*” + — -j- ^ -j- 


En remplaçant les puissances successives de t par les va- 
leurs trouvées précédemment, il vient 


(a -)- 6i)"* = a" — a' 




i.a 


m(m — i)(m — 2 ) 


1 . 2.0 


-’iV-f-. 


les termes sont alternativement réels et imaginaires. Réu- 
nissons enfin les termes réels et les termes imaginaires, 
nous aurons 


+r 


m(m— 2)(m— 3) 


i.a 


1 . 2 . 5. 4 


— ...^ 


l 


ma"‘~'b — 


m(m — ij(m — 2 ) 

1 . 2.3 


•>6» 


+ *• 


Dans chaque parenthèse les termes sont alternativement 
positifs et négatifs. Si l’on désigne par A et B les valeurs 
de ces deux parenthèses, on voit que le développement de 
(a 6i)“ estime quantité imaginaire de la forme ordinaire 
A + Bj. 

11 est clair que le développement de (a — lu')” diffère 

de celui de (a -f- 6i)" qu’en ce que le signe de i est changé. 
Nous avons trouvé 


(a -}- 6{)“ = A B t 

on aura donc 

(a — bi)”—A — Bt. 
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AppUcalioiis. 

1° (i -{- 0‘ — * 4*5!’ — lo — iot-1- 5 -(- 1= — 4 — 4*- 

'2' (i — ?■)■'=— 4 + 4«. 

3" — i5.3'.a* — 20.3*.2’i'4- 15.3’.2* 

-j-6.5. 3*i- — 2 ’ = — 2o35 — 828?. 

4-'' (3 — sî)‘ = — 2 o 55-}-828 i. 

155. Lorsque la quantité a + bi est mise sous la forme 
r(cos a -7 t sin a), on peut écrire immédiatement 

(o 4 -ii)'" = r"’(cos»ia 1 sin ma); 

car la puissance m' d’une quantité est le produit de m fac- 
teurs égaux à cette quantité, et l’on sait que le module du 
produit est le produit des modules des facteurs et son ar- 
gument la somme des arguments. 

Supposons que dans un polynôme entier 

-f- A„, 

à coefficients réels ou imaginaires, on donne à la variable x 
une valeur imaginaire o-j-ôi. Une puissance (a-j-fti)”, 
comme nous l’avons expliqué, prenant une valeur de la 
forme A -j- Bi, un terme quelconque du polynôme, qui est 
le produit d’une puissance de x par un coefficient réel ou 
imaginaire, prend une valeur de la même forme. En réunis- 
sant les parties réelles fournies par les différents termes 
du polynôme, ainsi que les parties imaginaires, on ob- 
tiendra finalement un résultat de la forme A -f- Bi. 

Racines. 

156. Proposons-nous d’abord d’extraire la racine carrée 

de la quantité a -f- ; d s’agit de trouver une quantité de la 
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forme a:-|- yi qui, élevée au carré, reproduise la quantité 
proposée. On doit donc avoir 




ou, en développant le carré, 


(x*_ÿ5)-|-axyt = a + ôî, 

et par suite 

X- — y' = a, 2xy = b. 


On remplacera le système de ces deux équations par le sys- 
tème équivalent 




= 0 . 


Les inconnues xety devant avoir des valeurs réelles, on en 
déduit 




^ + . / + 


On a ainsi 

/ 

V 




On a, par exemple. 



va 

167. Proposons-nous maintenant d’extraire la racine m* 
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de a + bi, c’est-à-dire de trouver une quantité imaginaire 
de la même forme, qui, élevée à la puissance m, reproduise 
la quantité proposée, l’osons 

a -}- = R(cos a 1 sin a). 


et représentons l'inconnue par r(cosw -j- tsin w), on doit 
avoir 


r"(cos mcü -f- i sin mu)) = R(cos a -j - 1 sin a) . 

Pour que ces deux quantités imaginaires soient 'égales, il 
est nécessaire que leurs modules soient égaux et que leurs 
arguments soient égaux ou diffèrent d’un multiple quel- 
conque de 21 Z. On aura donc 


d’où 


r*=R, — 


1 

r = R", 


a-j- a/iiTt 



et les diverses valeurs de l’inconnue sont données par la 
formule 


_i/ a-4-aftic , . . 

R"* ( cos — h i sin — , 

\ m / 

dans laquelle la lettre h désigne un nombre entier quel- 
conque, positif ou négatif. 

158. 11 est aisé de voir, d’après cette formule, que l’in- 
connue admet m racines distinctes. En effet, si l’on donne à 
k les m valeurs consécutives 

O, 1 , a, 3 m — 1 , ' 

on obtient m valeurs qui ont même module R" et pour ar- 
gument les arcs 
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a O . an a . an « , _ an 

— J — > — -f- ® — 1 — h ^ — > 

m m mm mm m 


(X 2^ 

m m 


Comme ces argmnents sont plus petits que an et qu’ils dif- 
fèrent entre eux, les m quantités qui leur correspondent 
sont distinctes. Si l’on donnait à k les valeurs m, m -t- i , 

m -J- 2 , en négligeant un multiple de an, on retrouverait 

les arguments déjà obtenus et les mêmes racine^ se repro- 
duiraient dans le même ordre. Si l’on, donnait à fc les valeurs 

négatives — i, — a, — 3 on retrouverait encore les 

mêmes racines, mais dans un ordre inverse. Ainsi, la ra- 
cine m' d’une quantité donnée admet m valeurs distinctes 
et n’en admet que m. 


1 

ün point O comme centre, avec un rayon égal à R*, dé- 
crivons un cercle ; prenons l’an- 
gle XOAj égal à ^ et, à partir 

du point A„, divisons la circon- 
férence en m parties égales ; les 
m Valeurs de la racine seront 

figurées par les rayons OA„, OA,, OA, qui vont du 

centre aux différents points ou divisions de la circonférence. 



Ces m quantités forment une étoile régulière à m rayons. 

L’extraction de la racine revient à la résolution de l’équa- 
tion binôme x” = A. Nous étudierons avec plus de détails 
en trigonométrie les propriétés des racines de cette équa- 
tion. 
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CHAPITRE II. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 

Éludes des fonctions entières. 

Nous nous sommes déjà occupés des fonctions entières 
au chapitre des dérivées ; nous avons dit qu’une fonction 
entière de x varie d’une manière continue avec x (n°’ 96 et 
100) ; à cause de l’importance du sujet, nous allons re- 
prendre en détail l’étude des fonctions entières. 

159. Théorème!. Quandun polynôme entier, à coefficients 
réels, ne contient pas de terme constant, on peut donner à la 
variable une valeur absolue assez petite, pour que la somme 
des valeurs absolues de tous les termes du polynôme soit plus 
petite que toute quantité donnée. 

Soit 

ax -|- bx' -\-cx'-\- -1- 4a;”* 

un polynôme entier en .x, à coefficients réels, ne renfer- 
mant pas de terme constant, et ordonné suivant les puis- 
sances croissantes de x. Je dis qu’on peut donner à x une 
valeur absolue assez petite, pour que la somme y des va- 
leurs absolues des termes soit plus petite qu’une quantité 
donnée positive a, si petite quelle soit. En jeffet, si l’on 
désigne par M le plus grand coefficient en valeur absolue, 
on a évidemment 

ÿ <M(a:-f-x’-(-x’-l- ]; 

on peut aussi prolonger la série à l’infini, en supposant x 
inférieure à l’unité, afin de rendre la série convergente. 
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y < 


Ma; 


1 — X 


L’inégalité sera satisfaite si l’on rend le second membre 
plus petit que a ; posons donc 




1 — X 




d’où 


X < 


M + a 


Ainsi , pour toutes les valeurs absolues de x inférieures à 

, la somme des valeurs absolues des termes du polv- 
M + a . . ^ ^ 

nôme est moindre que a. Il en résulte que pour toutes les 


valeurs de x comprises entre — 


a 


et + 


a 


, la va- 


M+a''*' ‘ M+^ 
leur du polynôme sera comprise entre — a et + a. 

• Par exemple, la somme des valeurs absolues des termes 
du polynôme 


2X — dx- -j- yx- + ga;* — 4 J?® 


sera moindre que ^ , quand la valeur absolue de x sera 

moindre que — , et par conséquent la valeur même du pc- 
lynôme sera comprise entre — o,i et + o,i quand la va- 
riable X sera comprise entre et + — , ou plus sim- 

plement entre — 0,01 et-j- o»o^- 

160. Théorème II. Quand un polynôme entier ^ à coeffi- 
cients réels, est ordonné par rapport aux puissances crois-- 


U 
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santés de x, on peut donner à la variable une valeur absolue 
assez petite^ pour que le premier terme ait une valeur absolue 
plus grande que la somme des valeurs absolues de tous les 
autres^ et par conséquent donne son signe au polynôme. 

Soit 

le polynôme proposé ; mettons-le sous la forme 

Nous venons de démontrer que l’on peut donner à x une 
valeur absolue assez petite pour que la somme des valeurs 
absolues des termes du polynôme 

bx + cj?* + • • • * • 

soit inférieure à la valeur absolue de a* La valeur absolue 
du premier terme du polynôme proposé sera alors plus 
grande que la somme des valeurs absolues de tous les autres. 
Pour ces valeurs de x, le premier terme donnera évidem- 
ment son signe au polynôme. 

Par exemple, la valeur absolue’ du premier terme du po- 
lynôme 

2X — -j- 

sera plus grande que la somme des valeurs absolues de tous 
les autres pour les valeurs de x comprises entre — — 

et + 

1 1 

161. Théorème III. Quand un polynôme entier, à coef^ 
ficients réels, est ordonné par rapport aux puissances dé^ 
croissantes de x, on peut donner à x une valeur absolue 
assez grande, pour que le premier terme ait une valeur a6- 


\ 
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solut plus grande que la somme des valeurs absolues de tous 
les autres, et, par conséquent, donne son signe au polynôme. 
Soit le polynôme 

î ... * 

Mettant x* en facteur, je l’écris sous la forme 



Le polynôme entre parenthèse est ordonné par rapport aux 
puissances croissantes de la variable — ; en vertu du théo- 

X 

rèmel, on peut rendre la valeur absolue de — assez petite, 

X 

c’est-à-dire la valeur absolue de x assez grande, pour que la 
somme des valeurs absolues des termes du polynôme 


b 

X 



soit moindre que la valeur absolue de a. Le premier terme 
ax”' du polynôme aura alors une valeur absolue plus grande 
que la somme des valeurs absolues de tous les autres termes, 
et par conséquent donnera son signe au polynôme. 

Par exemple, le premier terme du polynôme 

ar* — 8r* — ax’-{-6r’ — 3x-|- 7 

aura une valeur absolue plus grande que la somme des va- 
leurs absolues de tous les autres termes pour toutes les 
1 2 1 

valeurs absolues de — plus petites que ■ ■ ■ ■■ = ^ , et par 

conséquent pour toutes les valeurs absolues de x plus 
grandes que 5. 

Pour ces valeurs de x le premier terme donnera évidem- 
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ment son signe au polynôme ; si l’on fait varier a: de + 5 
à +CO, le polynôme restera positif; si l’on fait varier x de 
— 5 à — c», le polynôme restera négatif. 

162. Théorème IV. Quand la valeur absolue de x croit 
au delà de toute limite, la valeur absolue du polynôme croît 
aussi au delà de toute limite. 

Soit le polynôme 


que nous mettrons sous la forme 


/ , Ô I , c I , \ 

1 1 • • • • • ) • 

V a X a X* } 


On peut donner à ^ une valeur absolue assez petite, ou à x 

une valeur absolue assez grande, pour que la somme des 
valeurs absolues des termes du polynôme 


b 1 

a X 


+ -— + 
a x'^ 


soit moindre qu’une quantité positive très-petite donnée a ; 
la valeur de la parenthèse sera alors comprise entre i — a 
et 1 -f a ; elle sera positive et plus grande que \ — a. La 
valeur absolue du polynôme proposé sera plus grande que 
la valeur absolue du premier terme aa:”* multipliée par le 
facteur constant i — a; si l’on fait ensuite augmenter indé- 
finiment la valeur absolue de a: à partir de la valeur as- 
signée, la valeur absolue du facteur ax'^ croissant à l’infini 
et le facteur i — a restant fixe, la valeur absolue du produit, 
et à plus forte raison celle du polynôme proposé, augmente 
à l’infini. 
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163. Théorème V. Une fonction entière varie d'une ma- 
nière continue. 

Désignons par f(æ) un polynôme entier à coefficients réels 
et supposons que l’on n’attribue à la variable x que des va- 
leurs réelles. Si l’on donne à la variable x un accroissement A, 
la fonction éprouve un accroissement f(x-j-fi) — f(x), que 
l’on peut développer suivant les puissances croissantes de A 
d’après la loi du binôme (n" 101) , et mettre sous la forme 

AA 4- RA’ + -fGA*. 

On peut donner à A une valeur numérique assez petite 
pour que ce polynôuie ait une valeur absolue plus petite 
que toute quantité donnée. Ainsi, à un accroissement infi- 
niment petit de la variable correspond im accroissement 
infiniment petit de la fonction, et, par conséquent, lorsque 
la variable x varie d’une manière continue, la fonction varie 
aussi d’une manière continue. 

Nous avons dit que, lorsque la valeur absolue de x aug- 
mente à l’infini, la valeur absolue du polynôme augmente ' 
aussi à l’infini. Supposons, pour fi.\er les idées, le premier 
coefficient positif; lorsque x tend vers -f-o®, le polynôme 
tend aussi vers co ; lorsque x tend vers — oo, le polynôme 
tend vers — s’il est de degré impair, et vers -f co s’il 
est de degré pair. Ainsi, lorsque x croît de — wà -[ oo, 
la fonction varie d’une manière continue de — co à'-f- co, 
si m est impair ; si m est pair, elle part de 4- oo pour re- 
venir à 4-'^’) en variant aussi d’une manière continue. Dans 
l’intervalle, elle peut éprouver des alternatives de croissance 
et de décroissance. 

Le signe de la dérivée f'(x) indique si la fonction croît 
ou décroît; cette dérivée, étant un polynôme entier en x, 
conserve toujours le signe de son premier terme, quand la 

14 
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valeur absolue de x dépasse une certaine limite x, ; x va- 
riant de X, à c/:> ou de — x, à — co, la fonction ii’a con- 
ataïunient en crois£aiit,.Qu coustamment en décroissant. 

164. Théorème VI. Lorsque deux nombres réels, substi- 
tués dans un polynôme entier, à coefficients réels, donnent des 
résultats de signes contraires, le polynôme a au moins une 
racine réelle comprise entre ces deux nombres. 

Ceci résulte de la continuité de la fonction. Soit x, plus 
petit que x,, et supposons, par exemple, que le poly- 
nôme f{x) ait une valeur négative pour x = x„ , une valeur 
positive pour x=x,. Si l’on imagine que x croisse d’une ma- 
nière continue de x„ à Xj , la fonction variera d’une manière 
continue, allant d’une valeur négative à une valem' positive ; 
comme elle reste finie, elle devra nécessairement dans l’in- 
tervalle passer par la valeur intermédiaire zéro. Ainsi, la 
fônction/(x) s’annule pour une valeur de x comprise X(, et x,; 
cette valeur de x est racine de l’équation f{x) — o. 

Il est possible que la fonction passe plusieurs fois par 
zéro dans l’intervalle de x, à x, ; dans ce cas, l’équation 
admet plusieurs racines réelles entre x, et x,. 

Toute fonction finie et continue, dans Tintervalle consi- 
déré, joiiif évidemment de la même propriété. 

165. Théorème VIL Une équation, algébrique de degré 
impair, ncoeffiaients réels, a au moins une racine réelle. 

On appelle écpiation algébrique l’équation que l’on obtient 
en égalant, à zéro une fonction entière f{x). On peut, tou- 
jours supposer- le premier coefficient positif; s’il était néga- 
tif, on changerait les signes de tous les termes. Si L’on donne 
àiX une. valeur négative, très^gi’ande, en valeur absolue, le 
polynôme, grand une valeur de même signe que' celle de son 
premier terme, c’est-ludire. ime valeur négative, puisque 
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ce dernier terme est de degré impair. Au contraire, si l’on 
donne à « une valeur positive très-grande, le polynôme 
prend une valeur positive. Ainsi, quand x varie de — go 
à -{-CO, le polynôme f{x) change de signe et s’annule ao 
moins une fois; donc l’équation /'(x)œo a au, moins une 
racine réelle. 

Cette racine réelle a un signe contraire à celui du der- 
nier terme de réquation. Supposons d'abord que le dernier 
terme, c’est-à-dire le terme indépendant dex, soit négatif; 
pourx^^o, le polynôme, se réduisant à son dernier terme, 
a une valeur négative; pour une valeur très-grande posi- 
tive, il a une valeur positive ; donc le polynôme change de 
signe quand x varie de o à -fco et, par conséquent, Téqua- 
tion admet une racine positive. Supposons maintenant que 
le dernier terme soit positif; pour x = — tr.., le polynôme 
est négatif, pour xs=o, U est positif; il change donc de 
signe quand x varie de — c» à o et, par conséquent, l’équa- 
tion admet une racine négative. 

On peut affirmer, par exemple, que l’équation 

x’ — 7 = 0 

a aa moins une racine réelle positive, et que Féquation 

x’ — 5x’ — 4^ + 7 = ® ' 

a au moins une racine réelle négative. 

166. Théorème \TII. Une équation algébrique de degré 
pair, à coefficients réels, dont le dernier terme est négatif, a 
aumoin$_deux racines réelles. 

Pour X = O, le polynôn», se réduisant à» son dernier 
termev a une valeur négative. D’ailleurs, une valeur de x • 
trè»*g»ande, soit positive, soit négative, rend le polynôme 
positif, puisque son premier terme, qui est de degré pair, 
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reste toujours positif. Ainsi le polynôme change de signe 
quand x varie de o à -j- co, et aussi quand x varie de o à 
— od; donc l’équation admet au moins deux racines réelles, 
l’une positive, l’autre négative. 

Par exemple, l’équation 

X* — 5x’ — 3x — a = o 

admet au moins deux racines réelles, l’une positive, l’autre 
négative. 

Il est un cas où l’on ne sait pas si l’équation admet des 
racines réelles : c’est celui où l’équation, étant de degré 
pair, a son dernier terme positif; car, dans ce cas, le po- 
lynôme a des valeius positives pour a: = o et pour des va- 
leurs de X très-grandes, positives ou négatives. Ainsi, on ne 
sait pas si l’équation 

X* — 5x’ — 7x*-|-3x-|-a=o 
admet des racines réelles. 

1H7. Théorème IX. Si la quantité a est racine d'une équa- 
tion algébrique, le premier membre est divisible par x — a. 

Soit f{x) un polynôme entier du degré m, à coefficients 
(pielconques, réels ou imaginaires, et ordonné par rapport 
aux puissances décroissantes de x; on peut diviser ce poly- 
nôme par x — a et pousser l’opération jusqu’à ce qu’on 
arrive à un reste indépendant de x. Si l’on appelle f,{x) le 
quotient qui est un polynôme entier de m — i' degré, et R 
le reste constant, on aura 

/•(x) = (x — a)/;(x)-(-R. 

Cette égalité est vraie, quelle que soit la valeur de x. Don- 
nons à X la valeur particulière a, le premier terme du se- 
cond membre s’évanouit, puisque le facteur x — a devient 
nul et que l’autre facteur f^{a) conserve une valeur finie; 
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il vient donc 

/•(«)= R. 

Ainsi, quand on divise un polynôme entier par un binôme de 
la forme \ — a, le reste de la division est le résultat que l'on 
obtient en remplaçant x para, dans ce polynôme. 

Supposons maintenant que a soit racine du polynôme f{x) ; 
cela signifie que, si l’on remplace x par a dans le polynôme, 
on obtient un résultat f{a) égal à zéro. Donc le reste R est 
nul, et l’on a 

f{x) = (x — a]f,(x). 

Ainsi, lorsque a est racine d’u» polynôme entier, ce polynôme 
est divisible par x — a. 

Réciproquement, si un polynôme est divisible par un bi- 
nôme de la forme x — a, la quantité a est racine du poly- 
nôme. En effet, dire que le polynôme /‘(x) est divisible par 
X — a, c’est dire que le reste constant R auquel on arrive 
en effectuant la division est nul ; donc la quantité f{a) est 
égale à zéro et a est racine. 

168. Nous indiquerons maintenant une règle très-simple 
pour calculer le quotient. 

Soit 

f{x) ='A^x" -f AjX”"’ + -f A„_,x -f A„ 


le polynôme proposé. 

Divisons ce polynôme par x — a, 



. . jX-f- AirtjX" “< 




+aJ 

(Bja+Ajlx™'’. 


{B«-, 

|Ct+Am-i)X+Am 

Reste 

. Bi7|_jCt+Am 
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Le premier terme du quotient est ; multiplions ce 
terme par le diviseur a: — a, et retranchons du dividende; 
le produit par x détruit le premier terme du dividende, Iç 
produit par — a donne la quantité K^ax”"' qui s’ajoute 
au second terme ; ainsi le premier reste ou le second divi- 
dende a pour premier t^me (A„a + les termes 

suivants étant les mêmes que dans le dividende proposé. 
Si l’on divise ce premier terme par «, on aura le second 
terme du quotient, en représentant pour abréger 

A(,a-|-A, par 15,; multiplions ce second terme par x — a, 
le produit par x détruit le premier terme du second divi- 
dende, le produit par — a donne la quantité qui 

s’ajoute au second terme; ainsi le troisième dividende a 
pour premier terme (B,a -j- les termes suivants 
restant les mêmes que dans le dividende proposé. Si l’on 
divise ce premier terme par x, on aura le ù’oisième terme 
B,x'"~’ du quotient, en représentant B, a -j- A, par B,, et ainsi 
de suite. 

Cette loi est générale : on obtient un coefficient quelconque 
du quotient en multipliant le coefficient précédent par a et ajou- 
tant le coefficient du terme qui dans le polynôme proposé oc- 
cupe le même rang que le terme cherché du quotient. 

On arrivera ainsi au dernier dividende 

(B„_,a A„_,)x A„, 

qui donnera le dernier terne B„_, du quotient, B„,_, repré- 
sentant la quantité B„._î<i -j- A„_, ; en multipliant ce dernier 
terme par x — a et retranchant du dernier dividende, on 
aura le reste de la division B„_,a -f A„. On voit par là que 
le reste de la division se forme au moyen du dernier terme 
du quotient suivant la môme loi, en multipliant le dernier 
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terme du quotient par a et ajoutant le dernier terme du 
dividende. 

Les coeflîcients du quotient, formés d’après cette loi, ont 
pour valeure 

B, = 

Bj = A,« -f- A,, 


B„_, = A„a"-‘ + A,û’"-‘+.... 
et le reste de la division 




B — B,n_ia + A„ — Ajfl" + A, a” ' -j- + A„. 


Exemples. 

1° Diviser par x — 5 le polynôme 

ax’ — 8 i-' -j- — Gx’ 5x -|- i a. 

L’application de la règle précédente donne le quotient 
ax‘ — ax’ + x’ — 5x — 4- 

Après avoir écrit le premier coeflicient 2 , on dira : a mul- 
tiplié par 3...,. G et — 8 — 2 ; — 2 multiplié par 

3 — G et -f- 7 + > ; +1 multiplié par 5 -f- 5 

et — 6 — 3; — 3 multiplié pai' 3 — 9 et -f 5...., — 4* 

Si l’on multiplie le dernier terme du quotient par 3 et que 
l’on ajoute le dernier terme 12 du dividende, on trouve le 
reste 0 ; donc 5 est racine du polynôme. 

2“ Diviser par x -f 2 le polynôme 

ax‘ -j- x’ — lox’ — ax -f- 5. 

En opérant de la même manière, on trouve le quotient 
ax’ — 3x* — 4^ -f G. 
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Ici a = — 2, on dira donc : 2 multiplié par — 2 — 4 

et + 1 — 5; — 3 multiplié par — 2 + 6 et — 10 

— 4 ; — 4 multiplié par — 2 4-8 et — 2 -(-6. En 

multipliant le dernier terme du quotient par — 2 et ajou- 
tant + 5, on obtient le reste — 7 de la division. Donc — 2 
n’est pas racine. 

3“ Diviser par x — 2 le polynôme 

X* — i5x' -j- 7x* -j- i3x’ 4* 2X — 8. 

Le polynôme n’est pas complet; il ne contient pas de 
termes en x’, en x® et en x’; on imaginera le polynôme 
complété au moyen de coeflicients nuis et écrit sous la 
forme 

X* -}- ox’ -j- ox* — i3x'-j- 7x‘ -f- ox’ -f- i5x* -f- 2X — 8; 
puis on appliquera la règle ordinaire. Le quotient est 
x" + 22;' -1- 4x'’ — 5x‘ — 5x’ — Cx* 
et le reste nul. Donc 2 est racine. 

169. ïuÉOBÈME X. Si a, b, c sont racines d'une 

équation algébrique, le premier membre est divisible par le 
produit des facteurs binômes qui correspondent à ces diverses 
racines. - 

Puisque a est racine, le polynôme f (x) est divisible par 
X — a, et l’on a 

/■(x) = (x— a)/’,(x), 

/■, (x) étant un polynôme entier du degré m — 1 . La quan- 
tité b, étant une seconde racine, annule le polynôme f (.r) 
et par conséquent le produit (x — a)f^{x)\ comme elle 
n’annule pas le premier facteur x — a, elle annule le se- 
cond facteur f,{x). Le polynôme f,{x), admettant la racine 
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b, est divisible par x — b, et l’on a 


/•.(x) — {X — b)f,{x), 

/’,(x) étant un polynôme entier du degré m — 2 ; on en dé- 
duit 

f{x) = [x — a){x—b]f^{x). 

De môme, la quantité c, étant une troisième racine, 
annule le polynôme f(x) et par conséquent le produit 
(x — a)(x — 6)/‘,(x); comme elle n’annule pas les deux 
premiers facteurs, elle annule le troisième facteur ^,(x). 
Le polynôme /'j(a’), admettant la racine c, est divisible par 
X — c, et l’on a 

f,(x) — (x — c}f,(x), 

f,{.r) étant un polynôme entier du degré m — 3; on en dé- 
duit 

f[x) = {x—a][x— b] [x — c)/’,(x), 


et ainsi de suite. 

170. Remarque. Si a est racine du polynôme f(x), le 
polynôme est divisible par x — a, et l’on a 

f[x)—[x—a)(^[x). , 

Lorsque a n’annule pas le quotient (x) , on dit que cette 
quantité est racine simple du polynôme proposé f{x). Sup- 
posons que a annule aussi le quotient /‘,(x) ; ce polynôme 
étant divisible par x — a, on aura 


/;(x)=:(r — a)/‘,(x), 

et par suite 

/‘(x) = [x — a)Y,[x). 

Lorsque a n’annule pas le second quotient f,[x), on dit 
que cette quantité est racine double du polynôme proposé 
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f{x), et l’on voit que le polynôme est divisible p*r iœ — a)’. 

Supposons que la racine a annule aussi le second quo- 
tient /■j(æ), ce polynôme sera encore divisible para: — a, et 
l’on aura 

fiix) = [x- 

et par suite 

f(x) = {x — a)^f,[x). 

Lorsque a n’annule pas le troisième quotient f^{x), on dit 
que cette quantité est racine triple du polynôme proposé, et 
l’on voit que ce polynôme est divisible par {x — a)’. 

En général, si la racine a annule les n — i premiers quo- 
tients successifs et n’annule pas le suivant, on dira que la 
racine a est du degré n de multipUcité ; dans ce cas le po- 
lynôme f(x) est divisible par (x — a)" et l’on a 

f{x) = [x—a]%{x). 

Une équation peut admettre plusieurs racines multiples, 
par exemple une racine o du degré n de multiplicité et une 
racine 6 du degré p. En raisonnant comme précédemment, 
on démontrera que le quotient [^{x) est divisible par 
{x — by, et l’on aura 

f{x) = (Æ — a)«(a: — bYf{x), 

ÿ(x) étant un polynôme entier du degré m — n — p. 

171. Théorème XI. Deux nombres réels x, et x,, mis à la 
place de x dans un polynôme entier f(x) à coefficients réels, 
donnent des résultats de même signe ou de signes contraires, 
suivant que ces deux nombres comprennent un nombre pair 
ou un nombre impair de racines réelles du polynôme. 
Désignons par a, b, c les diverses racines réelles 
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comprises entre et a;,, on aura 

f{x) = {x — a)[x — b) ix — e)o{x). 

En remplaçant x successivement par x^ et a:,, on a 

f[x,) = {x,~-a)[x^ — b) (Xo — e)<p(x,), 

f{x,) =:[x^ — a)[x^ — b} (x, — 

Nous remarquerons d’abord que ç(x„) et o(x,) sont des 
quantités de même signe; autrement, les deux nombres 
Xo et Xj comprendraient encore une autre racine du poly- 
nôme <p(x) et par conséquent du polynôme f{x), ce qui 
est contraire à l’hypotlièse. Supposons x„ plus petit que .r, : 

le nombre x, étant plus grand que les racines a, b, e, 

chacun des facteurs x, — a, x^ — b, x, — e, est posi- 
tif; donc /"(x,) a le signe de Le nombre x^ étant 

plus petit que les racines a, b, , chacun des facteurs 

X, — a, x„ — 6, Xj — e, est négatif. Si le nombre de 

ces facteurs est pair, /"(xJ aura le même signe que tp(x„), 
et, par conséquent, que /'(x,); si le nombre des facteurs 
est impair, f{x^) aura un signe contraire à celui de <p(xj, 
et par conséquent contraire à celui de f (x,). Ainsi les deux 
résultats f (x^) et f (x,) ont le même signe ou des signes 
contraires, selon que le nombre des racines réelles com- 
prises entre x„ et x, est pair ou impair. 

Rien n’empêche de supposer que plusieurs des facteurs 

binômes x — a, x — 6, x-^c, , soient égaux entre eux; 

alors il y aura des racines multiples et le théorème subsis- 
tera toujours, pourvu que, dans l’évaluation du nombre des 
racines comprises entre x, et x,, on tienne compte du degré 
de multiplicité de chaque racine. 

Les réciproques sont vraies : i” lorsque deux nombres x^ 
et X,, mis à la place de x dans le polynôme f{x), donnent 
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des résultats de même signe, ces deux nombres ne com- 
prennent aucune racine réelle ou en comprennent un 
nombre pair: car si elles en comprenaient un nombre im- 
pair, les résultats seraient de signes contraires. 2 “ Lorsque 
deux nombres donnent des résultats dè signes contraires, 
ces deux nombres comprennent un nombre impair de racines 
réelles ; car s’ils n’en comprenaient pas, ou s’ils en com- 
prenaient un nombre pair, les résultats seraient de môme 
signe. Ceci complète le théorème VI. 

172. Corollaire. Quand x, variant d’une manière con- 
tinue, passe par une racine réelle a, le polynôme s’annule, 
mais il ne change pas toujours de signe. Nous pouvons sup- 
poser la quantité h assez petite, pour que l’intervalle de 
a — h à a -j- h ne comprenne aucune racine autre que a. En 
vertu du théorème précédent, les deux résultats f{a — h) et 
f{a-\-h) seront de même signe, si la racine a est d’un degré 
pair de multiplicité, de signes contraires si la racine est de 
degré impair. Ainsi, le polynôme change de signe quand x 
passe par une racine simple ou d’un degré impair de multi- 
plicité; il ne change pas de signe quand x passe par une 
racine d’un degré pair de multiplicité. 

Il est facile de démontrer ceci directement. Soit Ji le 
degré de multiplicité de la racine a ; on a 

/■(x) = (j; — o)"(f(x), 

si l’on remplace x successivement par a — h et par a-\-h, 
il vient 

— — h), 

f(a + fi):=^h’'<f[a + h). 

Les quantités tp(a — h) et (f{a-{-h) ayant le même signe, 
les quantités f{a — h) et f{a-\-h) auront le même signe si 
n est pair, des signes contraires si n est impair. 
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173. Théorème XII. Tout polynôme entier du degré in, 
à coefficients réels ou imaginaires, peut être décomposé en un 
produit de m facteurs du premier degré. 

On démontre directement qu’un polynôme entier du de- 
gré m a m racines, réelles ou imaginaires, en tenant compte 
d’ailleurs du degré de multiplicité de chaque racine ; nous 
admettrons pour le moment ce théorème fondamental, ren- 
voyant la démonstration à la fin du volume. On en déduit la 
décomposition du polynôme en m facteurs du premier de- 
gré. Mais nous ne nous servirons dans la démonstration que 
d’une partie du théorème, savoir qu’un polynôme entier a 
au moins une racine. 

Désignons par f{x) un polynôme entier du degré m, ef 
appelons a une racine, réelle ou imaginaire; le polynôme 
f{x) est divisible par x — a ; en appelant f, [x) le quotient, 
qui est un polynôme entier du degré m — i , on a 

f[x] = [x—a)f,{x). 

Appelons de même b une racine du polynôme f^{x) ; ce poly- 
nôme sera divisible par x — 6, et l’on aura 

f,{x) = (x—b)flx), 

le quotient f^{x) étant un polynôme entier du degré m — 2 - 
Appelons c une racine du polynôme f^{x) ; ce polynôme sera 
divisible par x — c, et l’on aura 

f,(x) = [x — c)fp), 

le quotient f^{x) étant un polynôme du degré m — 3. Eu 
continuant de la même' manière, on arrivera à un poly- 
nôme (x) du premier degré, qui admet une racine k, et 
s’écrit 

/■„_,(x) = A(x — A), 
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le dernier quotient A étant indépendant de x. Si l’on mul- 
tiplie entre elles toutes ces égalités, les poljnOmes inter- 
médiaires disparaissent, et l’on a 

Ainsi tout polynôme entier du degré m, peut être décomposé 
en un produit de m facteurs du premier degré. 

Parmi ces m facteurs, plusieurs peuvent être égaux entre 
eux, et l’on a, d’une manière générale, 

/^x) = A — — . .... 

la somme n -f p -j- g -j- des exposants des facteurs bi- 

nômes étant égale à m, le degré du polynôme. 

174. Remarque. Il est aisé de reconnaître qu’un poly- 
nôme ne peut êti'e décomposé qu’en un seul système de 
facteurs binômes. Supposons, en effet, que l’on ait 

f{x) = A(x — al'fx — b)’’{x — c)’ , 

f[x) = A'[x—aY{x—bY{x — c')’- , 

pour toutes les valeurs de x; donnons â a: la valeur particu- 
lière a ; le premier produit contenant le facteur x — a, s’an- 
nule ; le second, qui est égal au premier, doit s’annuler aussi ; 
pour cela il est nécessaire que l’un des facteurs s’annule, 
et par conséquent soit égal à x — a. Ainsi les facteurs du 
premier degré sont les mêmes de part et d'autre. Je dis 
maintenant que les exposants sont respectivement égaux. 
Supposons, par exemple, que les exposants n et n' du fac- 
teur X — a ne soient pas égaux et que n soit plus grand que 
n'; si l’on divise les deux produits égaux par (x — a)”', on 
aura deux quotients égaux 

A (x — a)""’*'(x — b)’’ (x — c)’ , 

A'{x — b)’’'(x — c)’’ , 
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le pisnaiet contenant le facteur x — a, le second ne le con- 
tenant pas, ee qui est impossible. Enfin,, si l’on donne à t 
une valeur diHérente; des racines, les deux produits devant 
être égaux, il est nécessaire que les coeflicients A et A' 
soient égaux.. 

Relations entre les coefficients d'une équation algébrique 
et les racines, 

175. Supposons que l'on ait divisé tous les termes de 
l’équation par le premier coefficient, afin de la ramener à 
la forme 

.. . . - ,-l-A„ = o. 

Cette équation a m racines a, b,c, , /^, et nous avons 

démontré que le premier membre f{x) peut être décomposé 
en un produit de »i facteurs binômes 

[x — û)(x — 6){x — c) (x — A). 

Si l’on eflfeclue ce produit, il est clair que l’on reproduira 
identiquement le polynôme proposé.. 0r si l’on appelle S, 
la somme des racines^. S, la somme des produits des 
racines: deux à deux, S, la somme des produits trois à 

trois, le produit des m facteurs binômes, d’après la 

formule établie au n® 33, se développera de la manière sui- 
vante ; 

x™ — S,x"-* -j- S,x"-’ — SyC'»'’ -f rh S„. 

En égalant les coefficients des deux polynômes, on a donc 

A, = — S,, A, = -l-S,, Aj = — S,, 

On en conclut : 

Théoh&mc XIII. Quand le premier, coefficient de l'équation 
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est l’unité, 1° la somme des racines égale le second coefficient 
changé de signe; 2° la somme des prodttils des racines deux à 
deux égale le troisième coefficient; 3* la somme des produits 
des racines trois à trois égale le quatrième coefficient changé de 
signe, et ainsi de suite. Enfin le produit des racines égale le 
dernier terme pris avec son signe ou un signe contraire, sui- 
vant que m est pair ou impair. 


Exemples. 

1° Nous avons déjà reconnu ces relations dans l’équation 
du second degré (1” partie, n° 145). Si l’on appelle a, b, c 
les trois racines d’une équation du troisième degré 

x’ -f A,x* + A,x + A, = O, 

on a 


a+4-t-c = — A,, ab-\-ac-^bc — A^, abc = — Aj. 


2“ Résoudre une équation du troisième degré, sachant 
que l’une des racines est égale à la somme des deux autres. 
Supposons que la racine a soit égale à la somme b c des 
deux autres. De la première relation o + 6-fc = — A, on 

tire 2 a ~ — A, , d’où a = La seconde relation s’é- 

2 


crivant a (6 + c) -j- 6c = A, donne 6c = A, — a* = A, 


'l. 

1 ’ 


donc les deux autres racines sont fournies par l’équation du 
second degré 


X* 




La troisième relation donne bc= — 

a A, 

Pour que les racines de l’équation du troisième degré 
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jouissent de la propriété énoncée, il faut donc que les coef- 
ficients de l’équation satisfassent à la relation 


176. Théorème XIV. L'ne équation algébrique, à coefficients 
réels, a ses racines imaginaires conjuguées deux à deux. 

Nous avons dit (n° 156) que, lorsque dans Je polynôme /"(a::) 
on remplace x par le polynôme acquiert une valeur de 
la forme A -f Bi. Remplaçons maintenant x par la quantité 
imaginaire conjuguée a — bi; si tous les coefficients sont 
réels, il est clair que la valeur du polynôme ne différera de 
la précédente qu’en ce que i aura été changé en — i ; on 
aura donc la quantité conjuguée A — Bi. 

Si a-f ôt est racine de l’équation f(x)=o, le premier 
résultat est nul, et l’on a séparément A = o, B = o; donc 
le second résultat est également nul, et la quantité a — bi 
est aussi racine de l’équation. 

Cette proposition n’est vraie que si tous les coefficients 
de l’équation sont réels ; car s’il y a des coefficients imagi- 
naires, quand on remplace a-}-6i par a — bi, on change le 
signe dei dans la valeiu- dex, mais non dans les coefficients 
qui restent constants; on ne peut plus dire alors que le 
second résultat sera conjugué du premier. 

177. Remarque I, Nous avons démontré qu’un poly- 
nôme entier du degré m se décompose en un produit de m fac- 
teurs du premier degré ; les facteurs qui correspondent aux 
racines réelles sont réels; les facteurs qui correspondent 
aux racines imaginaires sont imaginaires. Lorsque le poly- 
nôme a ses coefficients réels, les racines imaginaires sont 
conjuguées deux à deux; les facteurs du premier degré, qui 
correspondent à deux racines imaginadres conjuguées, don- 

io 
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nent un facteur réel du second degré; on en conclut qu’un 
polynôme entier à coefficients réels se décompose en fadeurs 
réels, du premier ou du second degré. 

178. Remarque II. Le polynôme f{x) est divisible par le 
produit 

(x — a — bi)[x — a + ôi) 

des facteurs premiers qui correspondent aux deux racines 
imaginaires conjuguées a + ôi, a — 6i; ce produit étant 
un facteur réel du second degré 

(x - «)’ + b-, 

on a 

fix) = lx-ay + ù'-]Xf,[x), 

/■, [x) étant un polynôme entier à coefficients réels du de- 
gré m — a. Si la quantité u-j-ôi est racuie double du po- 
lynôme pri^osé, elle annule le quotient /■,(*) ; ce polynôme 
ayant ses coefiieients réels, admet la racine conjuguée 
a — W; donc a — bi est aussi racine double du polynôme 
proposé. 

Le polynôme f, (x) étant divisible pai- le facteur réel du 
second degré {x — a)'-\-b', on a 

f^(x) = [(x — a) - -f b'] X fjx), 

et par suite 

f{x) — l(x— o)’ -r ô-f X/"î(x), 

f^{x) étant un polynôme entier à coefficiens réels. On dé- 
montrera de la môme manière que si a -f- 6* est racine triple 
du polynôme proposé, a — bi est aussi racine triple. Ainm, 
lorsqu'un polynôme à coefficients réels admet une racme 
imaginaire à un eerteem degré de multiplicité, il admet 
aussi la racine imaginaire conjuguée au même degré de 
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multiplicité. 11 résulte de là que le nombre des racines ima- 
ginaires est toujours pair. 

179. Remaroue 111. Dans ce qui précède, nous avons 
supposé les coefficients réels; supposons-les, non-seulement 
réels, mais encore commensurables ; dans ce cas, si l’é- 
quation admet une raison incommensurable de la forme 
o-Hv*» O et à étant des nombres commensurables, elle 
admettra la racine conjuguée a — \'b. Concevons, en effet, 
que l’on remplace dans le polynôme x par a -|- y ô et que 
l’on développe les diverses puissances dea-f- yîT, suivant 
la loi du binôme ; comme les puissances paires de y ô sont 
rationnelles et les puissances impaires de la foruie B\fù, 
B étant une quantité rationnelle, il est clair que l’on arri- 
vera à une expression de la forme P-t-Qyô, en désignant 
par P et Q des quantités commensurables. Remplaçons 
maintenant x par a — \b; si tous les coefficients sont com- 
mensurables, la valeur du polynôme ne diflérera de la pré- 
cédente que par le signe de yô, et l’on obtiendra la quan- 
tité conjuguée P — Qy/ô. Pour quea-}-\ô soit racine de 
l’équation, c’eqt-à-dire pour que la quantité P-bQv'ô soit 
nulle, il faut que Ton ait séparément P = o, Q = o; donc 
a — \Jü est aussi racine de l’équation. 

Cette propriété, qui a de l’analogie avec la précédente, 
est beaucoup moins générale; il arrive rarement que l’é- 
quation admette une racine de la forme a + \ b ; lorsque 
cela a lieu, le premier membre admet mi factoui- du second 
degré 

{x — a — y Z) [x — a \b) = {x — àj- — ù, 
à coefficients commensurables. . 
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Règle des signes de Descartes, 

180, Lorsqu’un polynôme à coefficients réels est ordonné 
par rapport aux puissances décroissantes de x, deux termes 
consécutifs affectés de signes contraires présentent ce qu’on 
nomme une variation. Par exemple, l’équation 

x' — 3x* — 2x* + X* -f- 7x — 8 = 0 

a trois variations : une du premier au second terme, une 
du troisième ^u quatrième, une du cinquième au sixième. 
Nous démontrerons d’abord le lemme suivant : 

Lemme. Lorsqu’on multiplie un polynôme par x — a, 
a étant un nombre positif, on introduit au moins une varia- 
tion nouvelle dans le polynôme. 

Un polynôme quelconque, à coefficients réels, ordonné 
par rapport aux puissances décroissantes de x, peut être 
écrit sous la forme 

A„x" + A.^.,x"+' — A„x" — Ay+,xr*‘ + ApX” 

rtA^.,x*+‘zFA.x' q=Ao. 

Le polynôme commence par un groupe de termes positifs, 
puis vient un groupe de termes négatifs, puis un groupe 
de termes positifs, et ainsi de suite jusqu’au dernier groupe 
qui commence au terme A,x', à partir duquel il n’y a 
plus de changements de signes. Chaque groupe contient un 
nombre quelconque de termes et même un seul terme. Les 
variations se présentent quand on passe du dernier terme 
d’un groupe au premier du groupe suivant. 

En multipliant ce polynôme par x — o, nous aurons 

A«x""‘ — A, X""' + Ap zpA. x'"‘ 

— A„+i« +Ap.^,« =pA,+,a ±A,a. 
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La multiplication par x consen'e à chaque terme son signe 
et donne la première ligne; la multiplication par — a 
change tous les signes et donne la seconde ligne. Le pre- 
mier terme du produit a le signe le terme du 

degré n-l-i, provenant de l’addition de deux termes néga- 
tifs, a le signe — ; quels que soient les signes des termes 
intermédiaires, il est certain qu’entre ces deux termes de 
signes contraires il y a au moins une variation ; on re- 
trouve ainsi au produit la première variation du multipli- 
cande, celle qui a lieu de a:" à x". De même le terme du 
degré P -1- ' > provenant de l’addition de deux termes po- 
sitifs, a le signe -f- ; entre les deux termes en ^r" ' ‘ et en 
qui sont de signes contraires, il y a au moins une 
variation, et l’on retrouve ainsi au produit la seconde va- 
riation du multiplicande, celle qui a lieu de x" à x". Pour 
simplifier le raisonnement, nous pouvons réduire le mul- 
tiplicande aux premiers termes des différents groupes, et 
ne considérer dans le produit que les termes correspon- 
dants, c’est-à-dire ceux dont le degré est supérieur d’une 
unité; ces termes du produit étant affectés des mêmes 
signes que les termes correspondants du multiplicande, il 
est clair que l’on retrouve au produit toutes les variations 
du multiplicande. Ainsi, quand on sera arrivé au terme en 
x*^', on aura retrouvé au produit toutes les variations du 
multiplicande. A partir du terme en x*, le multiplicande ne 
présente plus aucune variation; mais le terme constant 
:rpA„ du multiplicande, multiplié par — a, donne le der- 
nier terme àzK^a du produit; ce dernier terme ayant un 
signe contraire à celui du terme en x*^', le dernier groupe 
du produit contiendra encore au moins une variation. On en 
conclut que le produit contient au moins une variation de 
plus que le multiplicande. 
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11 peut arriver que la multiplication par x — a introduise 
plus d’une variation nouvelle; dans ce cas elle en introduit 

ou 3, ou 5, en général un nombre impair. En effet, 

dans chacun des groupes du produit, nous avons retrouvé 
la variation correspondante du multiplicande; mais, dans 
ce groupe, il peut y avoir plus d’une variation ; car les 
termes intermédiaires, provenant de l’addition de deux 
termes de signes contraires, ont des signes quelconques; 
mais, lorsqu’il y en a plus d’une, il y a un nombre impair, 
c’est-à-dire une, plus un nombre pair, parce que entre deux 
termes de signes contraires il y a nécessairement un nombre 
impair de changements de signes ; ainsi chaque groupe du 
produit pourra introduire un nombre pair de variations nou- 
velles. Le dernier groupe en introduit un nombre impair; 
on a donc en tout un nombre impair de variations nouvelles. 

181. Théorème XV. Dans une équation algébrique à coeffi- 
cients réels, le nombre des racines positives ne peut sur- 
passer le nombre des variations. 

Soit f [x) — O une équation à coefTicients réels ayant un 
certain nombre de racines positives a, b, c,.... g, on a 

f[x) = {x—a)[x — b) (x — g)<f{x), 

le quotient <p(x) ayant aussi ses coefTicients réels. Or, si 
nous multiplions ce polynôme successivement par chacun 
des facteurs binômes x — o, x — b, , x — g, qui corres- 

pondent aux racines positives, chaque multiplication intro- 
duisant au moins une variation nouvelle, le produit final 
f (ir) contiendra au moins autant de variations qu’il y a de 
racines positives. 

182. Remarque. Si le nombre des racines positives n’est 
pas égal au nombre des variations, il en diffère d’un nombre 
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pair. Nous remarquons d’abord que le polynôme <p(.r) a 
son dernier terme positif, sans quoi il aurait une racine 
positive, ce qui est contraire à l’hypothèse; ce polynôme 
contient donc un nombre pair de variations, s’il en contient. 
D’autre part, nous avons vu que la multiplication par cha- 
cun des facteurs x — a introduit un nombre impair de varia- 
tions, c’est-à-dire une, plus un nombre pair; on auï'a ainsi 
finalement dans le polynôme f{x) autant de variations qu’il 
y a de racines positives, plus une somme de nombres pairs, 
c’est-à-dire plus un nombre pair de variations. 

Par exemple, l’équation 

— 8 = 0 

présente trois variations. Elle ne peut admettre plus de trois 
racines positives ; elle en aura trois ou une. 

L’équation 

a:" — 5x^ — 4 ^ -f- G = o 

présente quatre variations ; elle ne peut admettre plus de 
quatre racines positives; elle en aura quatre, ou deux, ou 
pas du tout. 

L’équation 

x^ -}- 4-r’ — 5 = 0 

présente une seule variation. Elle ne peut avoir plus d’une 
racine positive, et elle en a certainement une. 

183. Corollaire. Si dans l’équation /’(x) = o, on change 
X en — 0?, on obtient une nouvelle équation qui a évidem- 
ment pour racines celles de l’équation proposée changées de 
signes ; ainsi, les racines négatives de la première deviennent 
positives dans la seconde. Si donc on applique le théorème 
précédent à l’équation transformée, on aura une limite su- 
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périeure du nombre des racines négatives de l’équation 
proposée. 

Soit, par exemple, l’équation 

a:* — 3x‘ — 2 jc’ + x’ — 8 = o 

en remplaçant x par — x, on obtient la transformée 

— x“ — ax'‘ -{■ x'* — 7 X — 8 =o, 

qui présente deux variations. Cette dernière équation admet 
au plus deux racines positives, et par conséquent la proposée 
a au plus deux racines négatives. Si elle n’en a pas deux, 
elle n’en a pas du tout. 

De même l’équation 

x’ — 5x’ -|- 8x’ — l\x -j- 6= O, 

ayant pour transformée l’équation 

— x’ -j- 5x’ + 8x* -|- 4^? + d = O, 

(jui présente une seule variation, a une racine négative et 
une seule. Nous avons vu déjà que cette équation a au plus 
quatre racines positives ; elle admet donc au plus cinq ra- 
cines réelles ; comme elle a sept racines, puisqu’elle est du 
septième degré, on en conclut qu’elle a au moins deux ra- 
cines imaginaires. 

L’équation 

X* ■{- 4x’ — 5 = 0 
ayant pour transformée 

x‘ — 4^* — 3 = O, 

a une racine négative, et une seule. Nous avons vu déjà 
qu’elle a une racine positive; donc, elle a en tout deux 
racines réelles, et, par conséquent, quatre racines imagi- 
naires, 
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184. Remarqe II. Lorsqu’on sait, pai' la nature de la , 
question, que l’équation a toutes ses racines réelles, le j 
nombre des variations donne exactement le nombre des j 
racines positives. Désignons par v et v' les nombres de va- ! 
riations que présentent l’équation proposée et sa trans- i 
formée, et supposons d’abord l’équation complète, c’est-à- ' 
dire renfermant m -f- i termes. Quand on remplace x par 
— X, les termes changent de signes de deux en deux ; si 
deux termes consécutifs présentent une permanence, c’est-à- 
dire ont le même signe dans l’équation proposée, ils présen- 
teront une variation dans la transformée, et réciproquement; 
donc le nombre v' des variations de la transformée est égal 
au nombre des permanences de l’équation proposée; mais 
il est évident que le nombre des variations, plus le nombre 
des permanences de l’équation proposée, est égal à m; on 
a donc u -J- u' = wi. Appelons p le nombre des racines posi- 
tives, n le nombre des racines négatives ; d’après le théorème 
de Descartes, on a 

p£^’> 

n^v'. 

Lorsque toutes les racines sont réelles, on doit avoir p = v, 
n = v'; car s’il y avait un signe d’inégalité, on aurait 
p-l-n<»-t-u', et par conséquent p -f n < m , ce qui est 
contraire à l’hypothèse. 

Considérons maintenant le cas où l’équation est incom- 
plète; si l’on complète l’équation en introduisant des 
termes affectés de signes quelconques, on ne diminue pas 
le nombre des variations ; on a donc w u' ^ m. Lorsque 
toutes les racines sont réelles, on doit avoir p = v, n = c', 
v-\-v' = in; car, s’il y avait un seul signe d’inégalité, on 
en déduirait p-|-n <m. 
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Trouver une limite supérieure des racines positives. 


185. Quand on veut calculer les racines réelles d’une 
équation, il importe de déterminer d’abord des quantités 
entre lesquelles soient comprises toutes ces racines. On 
appelle limite supérieure des racines positives d’une équation 
un nombre plus grand que la plus grande racine positive ; si 
un nombre positif x, jouit de cette propriété que, pour toutes 
les valeurs de x égales ou supérieures à x, , le polynôme f{x ) , 
dont nous supposons tous les coefficients réels et le premier 
positif, ait une valeur plus grande que zéro, il est clair qu’il 
n’y aura pas de racine au delà de x^, et que par consé- 
quent x^ sera une limite supérieure des racines positives. 

Première méthode. Soit 


y = x" -f A,x""‘ A,x"“* -j- A„ 

le polynôme proposé, dont on peut réduire le premier coef- 
ficient à l’unité ; appelons M le plus grand coefficient né- 
gatif; on a évidemment 


ou 


y > x" — Mx”*-‘ — Mx"-= — . . . — M, 


y — M(x”*'‘ x""*-|- . . . -J-x -j- i) 

et, en faisant la somme des termes dans la parenthèse, 


y ^x” — 


M (x” — I ) 

X — 1 


Supposons X plus grand que l’unité ; la fraction étant plus 
petite que — , le second membre est plus grand que 

iC 1 

Mx" ,, 

x” , et 1 on a 

X 1 


« 
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OU 


y>x” 


iMx” 


X — 1 


y> 


x'^[x — I — M) 


X — i 


On voit par là que, pour toutes les valeurs de x égales ou 
supérieures à M -f- i , le polynôme est plus grand que zéro ; 
on en conclut que M + i est une limite supérieure des ra- 
cines positives. 

186. Lorsque le terme du degré m — i a son coefficient 
positif, on peut abaisser beaucoup cette limite. Soit m — n 
le degré du premier terme négatif; on a évidemment 


y ^ X" — Mx"-" — Mx*"-"-' — — M, 


ou 


y^x” 


M(x" 


•0 


X — 1 


Supposons encore x plus grand que Tunité ; la fraction 
étant plus petite que - _ , le second nombre est plus 


grand que x” — 


X 1 

Mx— 


X — 1 


, et l’on a 


y>x” 


Mx” 


X — 1 


ou 


y > X' 


.m-n-tl I ^n— : 


»LV 

X — 1/ ’ 


Si dans la parenthèse on remplace x""* par la quantité plus 
petite (x — i)"'*, on diminue le second membre, et l’on a, 
à plus forte raison, 

y>x-»-‘ 
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2.3 G 
ou 

. — i)" — M] 

y> ’ -■ 

X — 1 

On en conclut que le polynôme est plus grand que zéro , 
pour toutes les valeurs de x vérifiant l’inégalité (j: — 

ou Æ — yi, c’est-à-dire pour toutes les valeurs de x 

égales ou supérieures à i -f- \/m! Cette quantité est donc 
une limite supérieure des racines positives. 

En appliquant la même règle à l’équation f[ — x) — o, on 
obtiendra une limite supérieure des valeurs absolues des 
racines négatives de l’équation proposée. 

Considérons, par exemple, l’équation 

— iox“ — i3x*-f i 2 x ’ — 9 = 0 . 

Le plus grand coefficient négatif est i3; le premier terme 
négatif est du cinquième degré; ici n = a; la formule 

1 -f- yïï donne i-f- y i5; donc 5 est une limite supérieure 
des racines positives. 

En remplaçant x par — x, on a l’équation 

x’ — l\x* — lox'-f- i 5 x‘-t- 7 x’ — iax*-l- 9 = o; 

le plus grand coefficient négatif est 1 2 ; la formule 1 -|- AI 
donne la limite supérieure 1 3. Ainsi les racines réelles de 
l’équation proposée sont comprises entre — 13 et -|-5. 

187. Deuxième méthode. La règle des signes de Descartes 
donne un moyen très-commode de trouver une limite supé- 
rieure des racines positives d’une équation. 

Considérons d’abord une équation qui ne présente qu’une 
seule variation 

x*-f- — 7 x® — 5x — 60 = 0 . 
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Celte équation, n’ayant qu’une variation, n’admet qu’une 
seule racine positive a. Imaginons que l’on fasse croître a- 
de zéro à + co ; tant que x reste inférieur à la racine a, le 
polynôme consene une valeur négative. Dès que x dépasse 
a, le polynôme devient positif; l’équation n’ayant pas 
d’autre racine positive, le polynôme ne change plus de 
signe et par conséquent reste constamment positif au delà 
de a. On en conclut que toute quantité qui rend le polynôme 
positif est plus grande que a, ce qui donne une limite supé- 
rieure de la racine positive. Dans l’exemple actuel, 4 est 
une limite supérieure. 

Soit maintenant une équation quelconque 

x' -j- 4^' — >0^’ — + 7-^’ 4- — 9 = 0. 

Partageons-la en groupes de termes ordonnés suivant les 
puissances décroissantes de x, et ne renfermant chacun 
qu’une variation, 

— «ox — 13) -f- (jx’ -1- i 2 x’ — g) = 0 . 

En substituant des nombres entiers consécutifs, on voit que 
.r = 5 rend positif le premier groupe ainsi que le second ; 
pour toutes les valeurs de x supérieures à 5, les 'deiuv 
groupes ayant des valeurs positives, le polynôme a aussi 
une valeur positive; donc 3 est une limite supérieure des 
racines positives de l’équation. 

Si l’on change le signe de x, l’équation devient 

x’ — 4^’ — + i3x*-f 7 x’ — iax ’-}-9 = o; 

on l’écrira 

x’(x’ — (\X — io)-[-x’{i5x*-j-7x — i 2 )-|- 9 = 0 . 

Le nombre 6, rendant positifs le premier et le second groupe. 
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est une limite supérieure des racines de cette équation. Donc 
les racines de l’équation proposée sont comprises entre — 6 
et 3. Les limites que nous trouvons ainsi sont préférables 
à celles que donne la première méthode. 

Considérons encore l’équation 

X* — 6x’ -(- — aox — i5 = 0 . 

Partageons d’abord les termes en deux groupes 

x'(x — 6) -|- [ 2 X- — aox — 15) = o, 

dans l’ordre où ils se présentent. Le premier groupe est 
positif pour les valeurs de x plus grandes que 6; le poly- 
nôme du second degré qui constitue le second groupe, ayant 
sa racine positive inférieure à 1 1 , est positif pour toutes les 
valeurs de x supérieures à n ; on en conclut que 1 1 est une 
limite supérieure des racines positives. Mais on peut 
abaisser cette limite, en partageant le terme négatif — zox 
en deux pai'ties, et joignant l’une des parties au premier 
groupe, ce qui fait 

j(x’ — Gx - — lo) -J- (ax' — lox — i5) = O. 

Les deux groupes étant positifs jiour x = 7 , ce nombre est 
une limite supérieure. 

P/u.s grand cnmmun diviseur algébrique. 

188. Supposons que deux polynômes entiers en x aient 
été décomposés en facteurs du premier degré, le produit 
des facteurs du premier degré commun à ces deux poly- 
nômes s’appelle leur plus grand commun diviseur algé- 
brique. 

Je désigne par X et X, ces deux polynômes, ordonnés 
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par rapport aux puissances décroissantes de x, et je sup- 
pose que X soit d’un degré supérieur ou égal à X,. Je di- 
vise X par X, ; j’appelle Q le quotient et X, le reste, ce qui 
douoe 

X=X,QH-XV 

Je dis que le plus grand commun diviseur entre X et X, est 
le même qu’entre X, et X,. En effet, soit {x — a)" un fac- 
teur commun à X et à X, ; si l’on pose X = (a; — al"X', 
X, = [x — o)"X', on a 

X, = X - X,Q = {x- - X-;Q) ; 

le polynôme X,, étant égal au produit de {x — a)" par im 
polynôme entier, admet aussi le facteur (x — a)". Ainsi 
tout facteur de la forme {x — a)" commun à X et X, est 
aussi commun à Xj et à X,. On démontrerait de même que, 
réciproquement, tout facteur de cette forme commun à X, 
et à X, est aussi commun à X et Xj. Les facteurs premiers 
communs étant les mêmes de part et d’autre, les produits 
de ces facteurs communs, ou les plus grands communs di- 
\ûseurs, sont les mêmes. 

Ainsi la question est ramenée à la recherche du plus 
grand commun diviseur entre X, et X,. On procédera de la 
même manière : en divisant X, par X,, et appelant X, le 
reste, on aura 

X, = X,Q. + X,. 

Le plus grand commun diviseur entre X, et X, est le même 
qu’entre X, et X,. 

Divisons X, par X,, et supposons que l’on trouve un 
reste nul; il est cImt que X,, divisant exactement X,, 
est le produit des facteurs du premier degré communs 
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à X, et à X,; c’est donc le plus grand commun diviseur 
cherché. 

Ainsi, pour trouver le plus grand commun diviseur de 
deux polynômes, après avoir ordonné ces deux polynômes 
par rapport aux puissances décroissantes de x, on divise celui 
qui est du degré le plus élevé par l'autre, celui-ci par le 
reste de la division, et ainsi de suite jusqu’à ce qu'on arrive 
à un reste nul. Le dernier diviseur est le plus grand commun 
diviseur cherché. 

Dans ces opérations, les restes, et par suite les diviseurs 
successifs, vont en diminuant de degré ; on arrivera donc à 
un reste nul ou à un reste indépendant de x. Dans le pre- 
mier cas, les deux polynômes admettent un plus grand 
commun diviseur algébrique d’un certain degré. Dans le 
second cas, ils n’en admettent pas, et sont dits premiers 
entre eux. 

189. Remarque, Dans la pratique, afin d’éviter les 
coefficients fractionnaires , on peut multiplier tous les 
termes de l’un quelconque des polynômes par une quantité 
quelconque indépendante de x. De même, si l’on aperçoit 
un facteur commun aux coefficients de tous les termes d’un 
certain reste , on peut le supprimer. Je suppose , par 
exemple, que pour effectuer la première division on ait 
multiplié le dividende par un nombre A, et qu’ ensuite on 
ait divisé tous les termes du reste par le nombre B, on 
aura 

AX = X,Q + BX,. 

On démontrera comme précédemment que tout facteur de 
la forme (x — a)" commun à X et à X, est aussi commun 
à X, et à X,, et réciproquement. Ainsi rien n’est changé 
dans la recherche du plus grand commun divisem-. 
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Racines communes à deux équations. 

190. Si les deux équations 

X = o, X, = 0 

ont n racines communes, les deux polynômes X et X, ad- 
mettent n facteurs du premier degré communs, et, par 
conséquent, ils ont un plus grand commun diviseur du de- 
gré n. Pour trouver les racines communes à deux équations, 
on cherchera donc le plus grand commun diviseur des deux 
premiers membres de ces équations ; soit D ce plus grand 
commun diviseim, l’équation 

. D = O 

donnera les racines communes aux deux équations. 

Si les deux polynômes n’ont pas de plus grand commun 
diviseur algébrique, les deux équations n’ont pas de racine 
commune. Si le plus grand commun diviseur est du pre- 
mier degré, il y a une racine commune ; s’il est du second 
degré, il y a deux racines communes, etc. 


Exemples. 

1 ° Trouver les racines communes aux deux équations 


x" — Si’ -{- a =0, 

ax’ — 5x' X -f- a = O, 


IS 
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Voici le détail des opérations : 



X — 1 

2X-(-l 

x'— .îx’-]- 3x* — 3x-l- 2 

5x--f- ^-|-2 

X- — 3x-|-2 

2x‘ — fix’-f 6x’ — 6x-f- 4 

2X’-f(ix’ l\X 


■2X'‘-|-5x’ — X' 2X 

a-* — 


— x’-t- 5x* — 8x-}- i 

0 



— — iGo:+ 8 
-l-2x’ — 5 æ'’+ x-|- 2 

5x’ — i5a;-|-io 
x ' — Zx-\- -1 

On a multiplié deux fois le premier dividende par 2 afin 
d’éviter les fractions, et on a simplifié le reste en le divi- 
sant par 5. Le plus grand commun diviseur des deux poly- 
nômes est x' — 5.C -|- 2 . 11 y a donc deux racines communes 
qui seront données par l’équation 

a,’ — 5x -j- 2 = O ; 

ces deux racines communes sont i et 2 . 

2“ Résoudre l’équation 

4'^* — 4x-|-3=:o, 

sachant que l’une des racines surpasse une autre racine 
de 2 . Posons a; = æ' + et remplaçons x par cette valeur 
dans l’équation proposée, nous formerons la nouvelle équa- 
tion 

• (x'-f a)‘ — 4(x’4- 2 )“ 2 )* — 4(,r'-f 2)-f,3 = o, 

ou, en développant et supprimant l’accent, 

-|- 4-r’ 4'*^* — 4-^ — 5 = 0. 
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De la relation x = a;' + 2 , on déduit x' = x — 2 ; les valeurs 
de x', ou les racines de la nouvelle équation, sont infé- 
rieures de deux unités aux valeurs de x, c’est-à-dire aux 
racines de l’équation proposée; celle-ci ayant deux racines 
telles que a et a -f- 2 , la seconde admettra les racines 
a — 2 et a; il en résulte que les deux équations ont une 
racine commune a, et par suite, les deux polynômes un 
plus grand commun diviseur du premier degré. En cher- 
chant ce plus grand commun diviseur, on trouve x — 1. 
\insi l’équation proposée admet la racine 1 , et, par consé- 
quent, la racine 1 -J- 2 ou 3 ; connaissant deux racines, la 
division par x — 1 et par x — 3 ramènera l'équation à une 
équation du second degré x’ -f- i = 0, qui donnera les deux 
autres racines. 


Êiimination. 

191 . Considérons deux équations 

( 1 ) f[x,y)=o, F(x,y)=so, 

à deux inconnues x et y. Éliminer une inconnue y entre 
ces deux équations, c’est trouver un système de deux équa- 
tions, équivalant au système des deux équations proposées, 
et dont l’une ne contienne plus l’inconnue y. Soient x, et 
y^ l’une quelconque des solutions, c’est-à-dire des valeurs 
qui, mises à la place de x et y, vérifient les équations pro- 
posées. Si nous remplaçons x par x, , nous aurons deux 
équaüons 

à une seule inconnue y, admettant une racine commune y^ ; 
les deux polynômes F(x,,?/) en y ont donc un plus 
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grand commun diviseur du premier degré de la forme 
y — y, ; le reste qui est indépendant de y devra être nul. 
Supposons que l’on ordonne les deux polynômes proposé» 
f{x,y), F(j:,y) par rapport aux puissances décroissantes de 
y et que, regardant x comme une constante, on effectue 
les divisions successives à l’aide desquelles on cherche le 
plus grand commun diviseur, jusqu’à ce qu’on arrive à un 
diviseur My + ÎN du premier degié en y; le reste, étant in- 
dépendant de y, est une fonction de x que nous désignerons 
par :p(,r). 

La valeur a; = i, , devant annuler le reste, sera une ra- 
cine de l’équation y(j:) = o; on obtiendra la valeur corres- 
pondante' y, de y au moyeu de l’équation My N = o, 
après avoir remplacé x par x, dans M et N. Ainsi le système 
proposé est remplacé par le système des deux équations 

(2) My-|-N = o, o(a;) = O. 

Cependant il y a des précautions à prendre ; afin d’éviter 
les coefTicients fractionnaires dans l’uii des quotients, on 
multiplie le dividende par des quantités qui ne sont plus des 
constantes, mais qui renferment la lettre x. Ceci pourrait 
introduii'e dans l’équation ç(x) = o des solutions étrangères, 

192, Pour montrer une application de cette méthode, 
étant une équation f{x) = o du degré m, cherchons l’équa- 
tion dont les racines sont les différences des racines de l’é- 
quation proposée deux à deux. Appelons o et 4 deux racines 
quelconques de l’équation proposée et posons y = o — 6, 
on a 

f{a'i—o, f[b)—o, y=a~b. 

Le nombre des valeurs de y est m{m — i); mais, comme 
rien ne distingue les racines, les équations précédentes 
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admettent la solution 6 = «, d’où y = o; pour supprimer 
cette solution, nous remplacerons l’équation /(4) = o par 
Téquation f(b) — f{a) = o, que nous diviserons par 0 — 
et nous aurons à éliminer a et 6 entre les trois équations 


f{a) = o, 


m - M 

b — a 


= 0, 


y— a — b. 


Les racines a — 6 et 4 — a de l’équation finale en y étant 
deux à deux égales et de signes contraires, cette équation ne 
change pas, quand on y remplace y par — y ; elle ne ren- 
fermera donc que des puissances paires de y. Si l’on pose 

y* =z= 2 , on aura une équation en z du degré 

ayant pour racines les carrés des différences des racines de 
l’équation proposée deux à deux. 

Considérons en particulier l’équation du troisième degré 

4- -p y = 0. 


Pour avoir l’équation aux différences des racines deux à 
deux, il faut éliminer a et 6 entre les trois équations 


pa-{-q=Oy 4’ + -J- a’ -|- p = o, y = a—b. 

En portant dans la seconde la valeur b = a — y tirée de la 
troisième, on a 


3a* — 3ya 4~ p = o, 

et il faut éliminer a entre cette équation et l’équation 

pa-\- q = o. 

En divisant ce dernier polynôme par le précédent, et celui- 
ci par le reste de la division qui est du premier degré en a, 
on a un second reste indépendant de a. Ce dernier reste 
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égalé à zéro donne l’équation du sixième degré en 


’/ .+ + 9 P '’/ + ( 4 />* + 275') = "• 


On en déduit l’équation aux carrés des différences 


-3 


-j- Gpz- + (4/''^.+ 



CHAPITRE IlL 

RACINES ÉGALES. 

193 . ÎNous avons déjà dit quelques mots des racines 
multiples (n® 1 70) ; lorsqu’un polynôme entier est divisible 
par (x — a)”, on dit que a est racine multiple de l’ordre «. 
Nous avons vu (n® 172) que, lorsque la variable x passe 
par une racine, le polynôme change de signe, si la racine 
e^t simple ou d’un degré impair de multiplicité, et ne 
change pas de signe, si la racine est d’un degré pair de 
multiplicité. Les racines multiples jouissent de propriétés 
particulières suivant leur degré ; nous consacrerons ce cha- 
pitre à l’étude spéciale de ces propriétés. 

Théorème I. Une racine à* ordre n annule le polynôme et 
ses n — 1 premières dérivées^ et réciproquement. 

Soit f{x) = o l’équation proposée. Nous pouvons écrire 
f[x) = f {a -\-x — a) , et , regardant x — a comme un ac- 
croissement, développer suivant la loi connue; nous au- 
rons 

(0 /'W=A«) + ^(2^-û) + vr(^-ûi’ + 

1 m • 


RACINES ÉGALES. ‘i47 

Le premier terme f{a) étant nul, puisque a est racine, on 
peut diviser par x — a, ce qui donne 


Æ. 

X — a 


m 


rw) 


(x— a) 


r(«) 

1 . 2.3 


(x-a;» + 


Si a est racine double, le quotient doit s’annuler aussi 
pour x — a\ comme il .se réduit à f'{a), on a f'{a) — o\ 
ainsi une racine double annule la première dérivée f'{x). 
Fm divisant par x — a, on obtient le nouveau quotient 


f{^) 

(x — a)* 




no) 

1 . 2.3 


(x— a)-f 


Si a est racine triple, ce dernier quotient devant s’annuler 
aussi pour x=a, on aura f"{a) = o. Ainsi une racine triple 
annule le polynôme f{x) et ses deux premières dérivées. En 
effectuant la division, on a 


/•(^) 
(x— fl)» 


rtl 

1 . 2.3 


r» 

1 . 2 . 3. 4 


[x-a)-\- 


. Si a est racine quadruple, ce dernier quotient devant 
s’annuler aussi pour x = a, on aura f'"{a) = o. Ainsi une 
racine quadruple annule le polynôme et ses trois premières 
dérivées. En continuant ainsi de proche en proche, on voit 
qu’une racine du degré n de multiplicité annule le poly- 
nôme /(x) et ses n — i premières dérivées, mais n’annule 
pas la dérivée suivante. 

La réciproque est vraie : si a annule le polynôme f(x) et 
ses n — I premières dérivées, elle est racine du degré n 
de multiplicité de l’équation /‘(x) = o. Car le développe- 
ment (1) se réduit alors à 
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OU, en mettant {x — a)" en facteur, à 


/•(a:) = [j; — o)T - -f - 
' L' -2 n I 


r*(«) 


a (« + >) 


■«) + 




Le polynôme f{x) contenant le facteur (x — a)", a est ra- 
cine d’ordre n. 

194. Corollaire. Les racines simples du polynôme f{x) 
s’annulent par la dérivée /‘'(.r). 

Les racines doubles du polynôme f{x) sont racines sim- 
ples de f (x) ; car elles annulent le polynôme f (x) , et n’an- 
nulent pas sa dérivée /‘"(x). 

Les racines triples du polynôme f{x) sont racines dou- 
bles de f'{x); car elles annulent le polynôme /■' (x) et sa 
première dérivée /"'(x) , et n’annulent pas la dérivée sui- 
vante. 

En général, une racine d’orde n du polynôme f{x) est ra- 
cine d’ordre n — i de/”(x). 

195. Théorème II. Le plus grand commun diviseur entre 
un polynôme et sa dérivée est le produit des facteurs multiples 
qui composent le polynôme proposé, l’exposant de chacun 
d'eux étant diminué d’une unité. 

En effet, les racines simples du polynôme f{x) n’annulant 
pas/''(x), les facteurs simples du polynôme /"(x) n’entrent 
pas dans la dérivée f'{x). Les racines doubles du polynôme 
f{x) étant racines simples de f'{x), les facteurs doubles 
entrent au premier degré dans la dérivée. En général, soit 
(x — a)“ un facteur multiple du polynôme proposé f{x), la 
racine a d’ordre n étant racine d’ordre n — i de la dérivée, 
le polynôme /"(x) contiendra le facteur (x — o)""’. 

196. On peut démontrer directement cette proposition en 
prenant la dérivée du polynôme proposé f{x). Supposons 
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que ce polynôme admette les facteurs multiples (x — «)", 
(x — by, {x — r)’,et les facteurs simples (x — d)„ (x — e),... 
de telle sorte que 

f{x'—A{x — a)*(x — 5)'’(x — c}" (x — d) (x — e).... 

En prenant la dérivée de ce produit suivant la loi connue, 
on a 


f'{x)—nA{x — a)"'*(x — b)* (x — e)'' [x~d}{x — e) 
-l-;>A(x — «)” (x — b)’’~^{x — c)” (x — d)[x — e). 
-]-çA(x — a)" (x — i r (x — c)'>‘'(x — d\{x — e) 
4- A(x — c)“ (x — Uf (x — e,’ (X — r). . . . 
-}- A(x — a)" (x — b}’’ (x — c)'' (x — d). . . . 

+ 

Tous les termes contenant le facteur 


(x — a)""’ (x — é)’’'* (X — c)’"', 

on peut écrire 


/'(x) = A(x — ff)""' (x — b/-' (x — c)’ ' 


X 


n(x — b) (x — c) (x —d} (x — c). 
-yp{x — a (x— c)(x — d)(x — e). 
-f-ç(x — a) (x — b) (x — d) (x— e). 
-|- {X — a) (x — b){x — c)(x — e). 
-j- (X — «){x — b][x — c) (x— d). 
+ 


On voit déjà que le polynôme f[x) et sa dérivée /"'(x) ad- 
mettent le diviseur commun 

(x — o)""’ (x — (x — c)’"'. 

C’est le plus grand commun diviseur. En effet, dans l’ex- 
pression de/"(j), tous les termes de la parenthèse, excepté 
le premier, conüennent le facteur x — a; si l’on faitx = a 
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dans cette parenthèse, tous les termes s’annulant excepté 
le premier, la parenthèse ne devient pas nulle; elle n’ad- 
met donc pas le facteur a; — a. De même, tous les ternes 
de la parenthèse contenant le facteur x — 6 , e.xcepté le 
second, la parenthèse n’est pas divisible par x — b, et ainsi 
de suite. La parenthèse n’admet donc aucun des facteurs 
premiers x — o, x — 6, x — c, x — d, x — e, , qui com- 

posent le polynôme proposé. On en conclut que le plus 
grand commun diviseur entre les deux polynômes f{x) et 
f (a;) est bien 

(x — «}"■' (x — 6)’’’* (x — f)’"'. 

197. D’après cela, pour voir si une équation f{x) = o a 
des racines multiples, on cherchera le plus grand commun 
diviseur algébrique entre le polynôme f{x) et sa dérivée 
f'{x). Si ces deux polynômes n’ont pas de plus grand com- 
men diviseur, on en conclura que l'équation proposée n’a 
pas de racines multiples. Si ces deux polynômes ont un plus 
grand commun diviseur du premier degré, l’équation pro- 
posée a une racine double. Si le plus grand commun di- 
viseur est du second degré, l’équation admet deux racines 
doubles ou une racine triple : deux racines doubles, lorsque 
le plus grand commun diviseur a ses deux racines iné- 
gales; une racine triple, lorsque le plus grand commun 
diviseur a ses deux racines égales. En général, si k désigne 
le nombre des facteurs différents qui composent le poly- 
nôme proposé, l’exposant de chacun de ces facteurs étant 
diminué d’une unité, le plus grand commun diviseur est du 
degré m — k. 

Comme application, nous chercherons la condition à la- 
quelle doivent satisfaire les coefficients de l’équation du 
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x^-\-l)X-\-q = o, 

pour que cette équation ait une racine double. Le poly- 
nôme œ*-{-px-]-q et sa dérivée ôjj’-fp doivent admettre 
un commun diviseur du premier degré; si l’on effectue 
l’opération du plus grand commun diviseur, quand on sera 
arrivé a un diviseur du premier degré, on devra trouver un 
reste nul. 


x’-f- px-\- q 

X 1 

3x* -(- P 

^x — gq 
2 px-\- Zq 

3x* -j- 3px 5q 
3x’ — px 

Gpx* -j- ap’ 
— Gpx* — gqx 


2px-|-3ÿ — gqx 

— 1 8pqx -|- 


4 />’ + 

Ainsi la condition demandée est 4p’ + = o, ou 



On obtient la même condition au moyen de l’équation aux 
carrés des différences (n» 192) ; lorsque deux racines sont 
égales, l’une des valeurs de z est nulle, et le terme constant 
devient nul. 

L’équation 2 px-{-dq = o, que l’on obtient en égalant le 
plus grand commun diviseur à zéro, donne la racine double 

.T = — — . La somme des racines étant nulle, la troisième 
ap 

^ 5o 

racine est 

P 


ip 


Digillzed by Google 



252 


LITRE VI, CHAP. III. 


Par exemple, les coefficients de l’équation 
x’ — 27X-)-54 = o 

vériOant la condition précédente, l'équation a deux racines 
égales à 3; la troisième racine est — 6. 

En général, si l’on veut trouver les conditions pour 
qu’un polynôme f{x) ait une racine du degré n de multi- 
plicité, on exprimera que les polynômes et /'"‘(x) 

ont un commun diviseur du premier degré, ce qui fait une 
condition ; en égalant le commun diviseur à zéro, on aura 
la racine multiple ; écrivant que cette racine annule les po- 
lynômes 

f(x), {\x), r\x], , 

on aura n — 2 conditions nouvelles, ce qui fait en tout n — 1 
conditions. 

198. Expliquons maintenant comment on ramène la ré- 
solution d’un équation qui a des racines égales à celle 
d’autres équations de degrés moindres dont les racines sont 
inégales. Soit X = o une équation qui admet des racines de 
dilférents ordres, par exemple, des racines simples, des 
racines doubles, triples ou quadruples. Si l’on désigne par 
X, le produit des facteurs simples, parXj le produit des 
facteurs binômes qui correspondent aux racines doubles, 
chacun étant pris seulement au premier degré, et de même 
par X, et X^ les produits des facteurs binômes qui corres- 
pondent aux racines triples ou quadruples, on écrira le po- 
lynôme X sous la forme 

X=X,X*X»X‘. 

Cherchons le plus grand commun diviseur D entre le po- 
lynôme X et sa dérivée ; ce plus grand commun diviseur étant 


Digitized by Google 



BACIKES ÉGALES. 253 

égal au produit des facteurs multiples dont on diminue les 
exposauts d’une unité, on aura 

D=X,X‘X;. 

De même, le plus grand commun diviseur entre le poly- 
nôme D et sa dérivée sera 

D,-bX,X*; 

et enfin le plus grand commun diviseur entre le polynôme 
û, et sa dérivée sera 

D, = X,.^ 

En divisant deux à deux les polynômes précédents, on 
obtient les quotients 

^=Q =x.x.x,x„ 

^=Q, = X.X,X„ 

^ = Q,=X,X,. 

Divisant chacun de ces nouveaux polynômes par le sui- 
vant, on a enfin 



Une fois trouvés ces polynômes X,, X,, X,, X^, la 
résolution de l’équation proposée est ramenée à celle des 
équations 

Xj = O, Xj — P, Xj — O, Xj = O, 
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qui n’ont plus de racines égales ; la première donne les ra- 
cines simples de l’équation proposée, la seconde les racines 
doubles, la troisième les racines triples, etc. 

Ainsi, pour ramener la résolution d’une équation qui a des 
racines égales à celles d'autres équations de degrés moindres 
ayant leurs racines inégales, on cherche le plus grand com- 
mun diviseur entre le premier nombre de l’équation et sa 
dérivée, le plus grand commun diviseur entre ce premier plus 
grand commun diviseur et sa dérivée, et ainsi de suite jus- 
qu’à ce qu’on arrive à un polynôme premier avec sa dérivée; 
on divise ensuite le polynôme proposé par le premier plus 
grand commun diviseur, le premier par le second, et ainsi de 
suite; on divise, enfin, chacun de ces quotients par le sui- 
vant, et l’on égale à zéro ces nouveaux quotients. On obtient 
de la sorte des équations donnant, la première les racines 
simples, la seconde les racines dotibles, la troisième les racines 
triples, de l’équation proposée. 

Exemple. 

Soit l’équation du septième degré 

X = a;’ — 2x' — X* -}- x’ 2X* — i = o. 

- J - - ^ — 

En cherchant le plus grand commun diviseur entre le poly- 
nôme X et sa dérivée, on trouve 

D = x’ — X* — X-f- I ; 

en cherchant le plus grand commun diviseur entre le poly- 
nôme D et sa dérivée, on trouve 

D, = x — i; 

ce dernier polynôme est premier avec sa dérivée. Divisant 
ces polynômes l’un par l’autre, on a les quotients 
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X 

- = Q=a:‘-}-j:’ — X — 1 , 



D, =x — I. 

Ue nouvelles divisions donnent 

D, =x — I ; 
et l’on arrive aux trois équations 

X+1 = 0, X — 1=0. 

La première donne deux racines simples imaginaires, la 
seconde une racine double — i , la troisième une racine 
triple -f 1 . 


CHAPITRE IV. 

RAC1\ES COMMENSURABLES. 
Recherche des racines entières. 


199. Soit 

/'M = A„x’" 4- A,x"-’ + A„_,x + A,„ = o 

l’équation proposée, dont nous .supposons tous les coelli- 
cients commensurables et même entiers ; car s’ils n’étaient 
pas entiers, on les rendrait tels en multipliant tous les termes 
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de l’équation par un nombre convenable. Nous avons expli- 
qué (n“ iG 8 ) comment on effectue la division par a; — a du 
polynôme f{x) ordonné par rapport aux puissances décrois- 
santes de a: ; le premier coefficient du quotient est égal au 
premier coefficient du dividende, et l’on forme chacun des 
autres coefficients en multipliant le coefficient précédent 
par a et ajoutant le coefficient correspondant du dividende. 

Si tous les coefficients du dividende sont entiers, si, de plus, 
a est un nombre entier, positif ou négatif, il est clair que le 
quotient ainsi formé aura aussi tous ses coefficients entiers, 
puisqu’on les obtient en combinant des nombres entiers 
par multiplication et par addition. 

Imaginons maintenant qu’ayant ordonné le polynôme 
])ar rapport aux puissances croissantes de x, 

f[x) + A„ = k^iX -f A„_,x’ + 4- A, a;”-* -j- A„x", 

011 le cbvise par a — a;; le diviseur étant seulement changé 
de signe, le quotient changera simplement de signe, et par 
conséf|uent aura toujours ses coefficients entiers. Effectuons 
cette division 

A„+A,„-,T+A„_sx’+Am_3a:’.... +A„x”‘ a-x 

ICm — 1 "i” Am— ,)x + Am— Am_ 3 X^. ... + Agi"* Cm—, 4' Cm— jX-f* Cm— gX*. . . -j- -j- 
(Cm-s4" Am— s)X' ’i- Am— gX*A ... AgX”* 

(C„_3 + Am-,)x’. . . . + AoX”’ 

(C, + A,)x"-‘+A,i“ 

(C.+Aglx”- 

A 

Le premier coefficient du quotient est ce nombre doit 

être entier; ainsi, une première condition à laquelle doit 
satisfaire une racine entière, c’est de diviser exactement le 
dernier terme A„ de l’équation. Pour abréger, représentons 
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par le premier terme du quotient; multiplions-le par le 
diviseur a — x et retranchons du dividende; le produit par a 
détruira le premier tenue du dividende, le produit par 
— X s’ajoutera au second terme; dè sorte que le second 
dividende aui*a pour premier terme les 

termes suivants restant les mêmes que dans le dividende 
proposé. Si l’on divise ce premier terme par a, on aura le 
G -1- A 

second terme du quotient : ce second coeffi- 

cient doit être entier; appelons- le G^_,. Multiplions le 
second terme G^^j; du quotient par a — x et retranchons 
du dividende ; le produit par a détruit le premier teruie 
du second dividende, le produit par — x s’ajoute au se- 
cond terme; de sorte que le troisième dividende am-a 
pour premier terme (G^^^ + A,„_ 5 )a;% les termes suivants 
restant les mêmes que dan^ le dividende proposé. Si l’on 
divise ce premier terme par a, on aura le troisième terme 


'♦n — ] 




a 


X* du quotient ; ce troisième coefficient, que 


nous représenterons par G^^, doit être entier, etc. 

La loi est générale : on obtient mi coefficient quelconque 
du quotient en ajoutant au précédent le coefficient du terme 
qui occupe dans le dividende le même rang que le terme 
que l’on veut former, et divisant la somme par a. 

On arrivera ainsi au dernier dividende 


qui 


G A 

donnera le dernier terme ^ x”"~ * du quotient ; le 


dernier coefficient 


G, + Aj 


a 


, que nous représenterons par G,,, 


doit aussi être entier. En multipliant le diviseur par le der- 

17 
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nier terme du quotient et retranchant du dividende, 
on obtient le reste de la division (C„ + ® 

cine de l’équation, le reste est nul, et l’on a C„ + A, =o. 

Il résulte de ce qui précède que si l’on veut trouver les 
racines entières d’une équation à coefficients entiers, ordon- 
née suivant les puissances décroissantes de x, on n’essayera 
que les diviseurs du dernier ternie, et l’on procédera de la 
manière suivante : 

Règle. Pour voir si un nombre entier a est racine de Vé- 
qualion, on divisera le dernier terme par ce nombre; on 
ajoutera au quotient le coefficient de l'avant-dernier terme, et 
ton divisera la somme par a; on ajoutera au quotient le 
coefficient du terme précédent, et Von divisera la somme par a, 
et ainsi de suite, l'outes ces divisions doivent se faire exacte- 
ment, et quand on aura ajouté le coefficient du premier 
terme de t équation, on devra trouver un résultat égal à zéro. 

Loi-squ’un nombre entier a satisfait à toutes ces condi- 
tions, il est évidemment racine de l’équation ; c’est ce qu’in- 
dique spécialement la dernière condition, qui exprime que 
le reste de la division du premier membre de l’équation par 
a — r ou par x — a est nul. On abaissera alors le degré de 
l’équation proposée en divisant son premier membre par 
X — a ; mais il est à remarquer que le quotient est tout 
calculé; les coefficients de ce quotient sont précisément les 
quotients entiers obtenus dans les opérations précédentes et 
changés de signes. On continuera les essais, non plus sur 
l’équation proposée, mais sur l’équation simplifiée. 

Exemples. 

r Trouver les racines entières de l’équation 

r* TT- x'' rr- —tJS' -f- ® 4- fi = O- 
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On comuieuceia pai‘ essayer i ; pour que i suit racine, il 
faut que la somme des coefficients positifs égale celle des 
coefficients négatifs : c’est ce qui a lieu ici : donc i est ra- 
cine. On divisera le premier membre de l’équation par 
X — I , d’après la l ègle du n“ 168 , et l’on aura îi considérer 
l’équation 

Z* — 6x’ — 6x* — yx — 6=0. 

Cette équation n’admet plus la racine i ; on essayera — i : 
si l’on remplace x jiar — i , on a un résultat nul 

— 1 + d — d-jrj — 6=o; 

donc — 1 est racine. On divisera l’équation par æ: -|- i , d’a- 
près la même règle, et l’on aura l’équation 

X* — x” — 5x* — X — 6 = O. 

Après s’être assuré que cette équation n’admet plus pour 
racine — i, on essayera les diviseurs du dernier terme 
6 , pris avec le signe + ou le signe — . Essayons d’abord le 
diviseur le plus simple 2, et pour cela procédons d’après 
la règle formulée plus haut ; parcourant le polynôme de 
droite à gauche, nous dirons : le dernier terme — 6 divisé 
par 2 donne — 5 ; ajoutons le coefficient suivant — 1 , on a 

— 4 qui, divisé par 2, donne — 2 : ajoutant le coefficient 
suivant — 5 , on a — 7, qui n’est pas divisible par 2 : ainsi 
2 n’est pas racine. 

Essayons maintenant — 2 , et écrivons les quotients suc- 
sessifs de droite à gauche, 

— », -|-5, — 1 , -J- 3. 

Le dernier terme — 6 divisé par — 2 donne -j- 3 ; ajoutant 

— 1 , on a -f 2 qui, divisé par — 2, donne — 1 ; ajoutant 

— .S, on a —6 qui, divisé par — 2, donne -)- 3 : ajoutant 
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— I , on a + 2 qui, divisé par — 2, donne — 1 ; ajoutant 
le premier coefficient + i , on obtient pour résultat zéro. 
Ainsi — 2 est racine. Les nombres écrits plus haut, chan- 
gés de signes, sont les coefficients du quotient de la division 
du premier membre de l’équation par æ -j- 2 ; on écrira 
donc immédiatement l’équation 

•c* — -f .T — 3=0. 

Le nombre — 2 ne peut être une seconde fois racine, 
puisqu’il ne divise plus le dernier terme. Les seuls nombres 
à essayer sont maintenant les diviseurs de 3 , savoir -f 3 et 

— 3 . Si l’on essaye -f 3 , on a les quotients 

— 1, O, — i; 

donc -|- 3 est racine, et, en divisant par x — 3 , on arrive 
à l’équation du second degré 

•f» -t- I = O, 

qui a deux racines imaginaires -f- * et — L 

I/équation proposée est complètement résolue : ses six 
racines sont 1 , — 1 , — 2, -f- 5 , -f *, — i. 

2 ° Déterminer les racines entières de l’équation 

2X'" — 1 2a:* -j- 1 3a’ — 1 5 = O. 

La transformée en — x ne présentant jias de variation, 
l’équation proposée n’a pas de racine négative. On n’es- 
sayera donc que des nombres positifs. Après avoir reconnu 
que 1 n’est pas racine, on essayera les diviseurs de i 5 . Voici 
le tableau des opérations : 

Q.r* — 1 2 X* -1- I 3,t — 1 5 = O 
— 3 

2 -(-2 3 


+ 3 
+ 3 
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Le nombre 6 est racine; en divisant par x — 5 , on a l’é- 
quation 

ax’ — ax -(- 3 = O. 

qui a ses racines imaginaires. 

200. Re.marqle 1 . On diminue le nombre des essais en 
cherchant des limites supérieures des racines positives et 
des racines négatives, comme nous l’avons expliqué précé- 
demment (n“ 185 ). 

Considérons l’équation 

ar' — 6.r‘ — 5x‘ -|- 58x’ — 1 44 = *>• 

Si l’on partage l’équation en deu.x groupes 

x’ (x’ — 6.r — 5) + (58x* — i44) = o? 

on voit que 7 est une limite supérieure des racines de l’é- 
quation. Si l’on change le signe de x, l’équation devient 

X® -f- 6x* — âx’ — 58x* -{- 1 44 = n ; 

on l’écrira 

x’ (.c* -j- 0 c’ — 5x — 58) -|- 144 = “• 

Le nombre 3 , rendant positif le premier groupe, est une 
limite supérieure des racines positives de cette équation. 
Ainsi toutes les racine.s réelles de l’équation proposée sont 
comprises entre — .3 et -f 7. 

D’après cela, si l’on veut chercher les racines entières de 
l’équation proposée, il suflira d’essayer les diviseurs de i44 
qui sont compris entre — 5 et +7. On trouve d'abord les 
racines — » et -}- 3 , ce qui réduit l’équation à 

x" — 5x’ — 4-*^ "f a4 = ". 

Les nombres -f- 4 et -f 6 ne sont pas racines; il est inutile 
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de pousser les essais au delà ; il est certain que cette der- 
nière équation n’a plus de racine entière. 


201 . Remarque II. On diminue encore d’une autre ma- 


nière le nombre des essais. Appelons f(x) le premier mem- 
bre d’une équation ayant ses coellicients entiers, et a une 
racine entière; le polynôme f{x) est divisible para: — a, et 
le quotient f,[x) a aussi ses coelTicierits entiers. Si dans 
1 ‘égalité 


-®- =A(x| 

'#• n » I ' / 


on remplace x par un nombre entier quelconque a, on 
aura 



Le second ttiembre étant Ufl nombre etltier, on ell conclût 
que le nombre entier f{o) est divisible par lè nombre entier 

a — a. 

Le nombre entier a est arbitraire. Si l’on fait a = i ou 
a= — 1, on volt que f{\) est divisible par a — i et /"( — i) 
par a I . Les deux résultats /■(!) et f{ — i) ont été trouvés, 
lorsqu’on a essayé -(- » et ^ — t; avant d’appliquer au nom- 
bre entier à la règle ordinaire, on examinera si /■(!) est di- 
visible par a — i et f{ — i ) par o-f i , ce qui réduira beau- 
coup le nombre des essais. 

Considérons, par exemple, l’équation 

.TJ* — l\x^ — loix’ \t\x^ -|- 5o^x -(- 5^6= O, 

dont les racines réelles sont comprises entre — 9 et 
On a /■(!) = 990, /■( — 1) = 189. Prenons les diviseurs de 876 
compris entre — 9 et 4 - 1 5 . Le nombre 9 -f- 1 ou 5 ne di- 
vise pas /■( — i)î donc 8 n’pst pas racine. Le nombre — « 
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satisfaisant aux conditions énoncées, on essayera ce nom-- 
l>re. Le nombre ô-f-i ou 4 ne divisant pas f { — i), on re- 
jettera -f-â. Le noQibre — 5 — i ou — 4 ne divisant pas 
f{i), on rejettera aussi — 3. On rejettera de même +4> 
— 4i — b» +‘)- <^11 n’aura donc à essayer que les 
quatre diviseurs — -|-<), — 8, Voici le tableau des 

opérations ; 


jc’ — l \ x '' — loix’-j- i4-i'’-l-ân4x-|-576 
-}- 37 447 — *o8 — 288 

4 *9 -|- lou -|- 96 

— 1 -t-‘2 4-5 — 54 — 7» 

— 2 
+ 6 

— 8 

X* — lax’— 5 x’ 4 - 54x4- 7a 


— 9 

— 8 

— 10-1-54-6 

4-12 

x’ — 5 x — 6 = 0. 



On trouve les deux racines entières — 8 et + ' 2 ; l’équation 
du troisième degré h laquelle on réduit l’équation proposée 
n’a plus de racines entières. 

ttecherche des racines coinmensurafiles fractionnaires. 

202. Nous supposons toujours que l’équation 
(I) A„.i" + A.j;’"-’ 4- + A^_,o:4-A„ = o 

a ses coeflicients entiers. Une racine commensurable quel- 
conque pourra être mise sous la forme d’une fraction irré- 
ductible^, et l’on aura 
b 

û"* a 

^0^ + A, ^ 4- -f A*= O. 
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Si l’on multiplie par cette relation devient 


^ + AM-' + + AJ"^ ') ; 


le second membre étant entier, le premier doit l’être aussi; 
mais b est premier avec « et par suite avec a" ; donc b di- 
vise Aj. Ainsi, toute racine commensurable a pour dénomina- 
teur un diciseur du premier coef^cient de l'équation. 

En multipliant par b’" et divisant par a, on a de même 


a 


= -(AM^^-\-AM"'-'-\- +A„_,fr— ); 


le second membre étant entier, le premier l’est aussi ; or a 
est premier avec b"‘ ; donc a divise A„. Ainsi le numérateur 
est un diviseur du dernier coefficient de l'équation. 

203. 11 résulte de là qu’ime équation à coefficients entiers, 
dont le premier coefficient est V unité, n'a pas de racine com- 
mensurable fractionnaire. En effet , le dénominateur d’une 
racine commensurable, devant diviser le premier coefficient 
qui est l’unité, est lui-même égal à un, et par conséquent 
la racine est entière. Ainsi, daps ce cas, toutes les racines 
commensurables sont entières. 

Ceci nous donne un moyen facile de ramener la recheicbe 
des racines commensurables fractionnaires à celle des ra- 
cines entières. On conçoit, en effet, que si l’on multiplie 
par un nombre entier convenable les racines de l’équation 
proposée, on rendra entières toutes les racines cominensu- 

râbles fractionnaires. Posons donc x' = kx, d’où .r = — , et 

H 

dans l’équation proposée remplaçons ,r par — , nous obtieii- 

A 

lirons la nouvelle équation 
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/.m T 


A,x'“-* A,X- 

T 


km-i 


+ 


A« = (I. 


Déterminons maintenant le nombre entier k de manière 
qu’en chassant les dénominateurs pour rendre les coeffi- 
cients entiers, on réduise en même temps le premier coeffi- 
cient à l’unité. Cette opération réussira toujours quand on 
prendra fc = A„ ; en effet, si l’on multiplie par fc" on met 
l’équation sous la forme 

+ A,x'"- ’ i A ’ -1- 4- A * = O ; 

n 


SI k = , cette équation devient, l’accent étant supprimé. 


(;2) x"- A,x”-'-f AjA^x”'---!- 


-i- = O. 


Cette dernière équation, dont les coefficients sont entiers et 
le premier coefficient égal à l’unité, a toutes scs racines com- 

x' 

uiensurables entières. Nous avons posé a; = — , c’est-à- 

dire que les racines de Inéquation (1) sont égales à celles de 
l’équation (2) divisées parfc; ainsi, quand on aura trouvé 
les racines entières de l’équation transformée (2), en les 
divisant par k, on obtiendra toutes les racines commensu- 
rables de l’équation proposée. 

On comprend pourquoi l’opération réussit toujoui’s quand 
on prend ft = A„ ; les racines commensurables ayant pour 
dénominateurs des diviseurs de A^, , il est clair que ces ra- 
cines, multipliées par A„, deviennent toutes entières. 

Lorsqu’il s’agit de trouver les racines commensurables 
d’une équation, on commence par chercher les racines en- 
tières, et, s’il y en a, on divise l’équation par les facteurs 
binômes correspondants. On détermine ensuite les racines 
fractionnaires à l’aide des racines entières de l’équation (2) ; 
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mais, dans la recherche des racines entières de cette der- 
nière équation, il est inutile de pousser les essais jusqu’au 
dernier terme ; • car la plus grande racine commensurable 
fractionnaire de l’équation proposée étant au plus égale à A„ 
divisé par le plus petit diviseur de A„, la plus grande ra- 
cine entière de l’équation (2) sera au plus égale k h fois 
celle-ci; on s’arrêtera à cette limite. 

Exemples. 

1" Trouver les racines commensurables de l’équation 

(1) ax'-j-a’ — I ox* — ox -{- 1 □ = O. 

On trouve d’abord la racine entière — a; divisant par 
x-f 2 , l’équation se réduit à 

(2) ax’ — 5x’ — 4^-|-6 = o. 

Cette équation n'ayant plus de racine entière, on la trans- 
forme en remplaçant x 

(3) .r’ — ~>x’‘ — 8x «4 = O. 

Les racines flactionnalres de l’équation (2) ne pouvant être 

que rh - et ± , on cherchera les racines entières de 

^22 

l’équation (3) seulement parmi les nombres ± l et ± 3 ; 
on trouve que 4-3 est racine; ainsi l’équation proposée 

admet la racine fractionnaire La dernière éqüâtîon divisée 

par X — 3 conduit k l’équation du second degré 

X* — R — O 

qui a deux racines incommensurables rt 2 v' 2 i d’où ré- 


Digitized by Coogl 


RACINES COMMENSt^R ARLES. 


207 


sültent f)oür réquàlidn proposôè les racines incommensu- 
rables dz V 2. Ainsi les quatre racines de T équation proposée 

O 

sont — 2, - 4 /i”, — y/â'. 

2” L’équation 

( 1 ) l \ x ^ — 28.Ï* -|- 45 a:* — 6a* — 18 = 0 

n’a pas de racine entière. Si l’on remplace x par et si 
l’on multiplie par elle devient 

^ + 45 x*- 6 Jtx- i8A-‘ = 0; 

k k 

pbdt^ opêrëi* la transfotlrlatîoti, il Suffit dë prètidre ==f 2, ée 
qui donne 

(2) a:* — \(\x ^ — 12a: — 72 = 0. 

Les racines fractionnaires de l’équation proposée, devenant 
eiltiêrés quand on les iiiültiplie par 2 , ne peuvent être qüe 

± ± , =b 9 ; on essayera donc ±. i , dz 5 , d= 9. 

L’équation ( 2 ) admet là racine —1 ; là divisiott par a* 1 
donne l’équation 

— 1 5 .x* -|- 60a: — 72 = O. 

dette deiTiière admet la racine 3 ; la division para? — 3 
conduit à l’équation du second degré 

X * — 1 2a: -|- 2A = O, 

dont les racines a* = 6 dz y/ 1 2 sont ihcommensurablèfe. 
Ainsi les quatre racines de l’équation prôposéé sont 

1 3 ^ 

,-,odzy^o. 

2 2 
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204. Deuxième méthode. Il est à remarquer que lors- 
qu’une équation 

Ao-t”’ -f" A + +. -|- A,„ = o 


a ses coefficients entiers et que Ton divise le premier 
membre par le facteur binôme .x* — qui correspond à une 


racine commensurable fractionnaire j , le quotient a aussi 

ses coefficients entiers. Supposons que Ton effectue la di- 
vision en ordonnant par rapport aux puissances décrois- 
santes de ar, comme nous l’avons expliqué au n® 168. Le 
^ premier coefficient du quotient est , on obtient le se- 
cond en multipliant le premier par ^ et ajoutant ; le 


a 


troisième en multipliant le second pai’ - et ajoutant A^ , et 


ainsi de suite. Si les coefficients du quotient ne sont pas 
entiers, ils ne pourront contenir à leurs dénominateurs que 
les facteurs premiers de 6. 

Supposons maintenant que l’on divise le polynôme par 


a 

b 


— X, en ordonnant par rapport aux puissances croissantes 


de X (n® 199) . On obtient le premier coefficient du quotient en 
divisant A«, par ce qui revient à multiplier par Si à 
ce premier coefficient on ajoute A„_^ et si l’on multiplie pai- 
-, on a le second coefficient du quotient, et ainsi de suite^ 

Cl 

On en conclut que, si les coefficients du quotient ne sont 
pas entiers, ils ne pourront contenir à leurs dénominateurs 
que les facteurs premiers de a. Mais nous avons déjà vu que 


DIgitized by Google 


RACINES COMMENSÜRABLES. 


9.69 


ces mêmes dénominateurs ne peuvent contenii* que les fac- 
teurs premiers de b ; comme a et b sont premiers entre eux, 
tous ces dénominateurs se réduisent à T unité, et par consé- 
quent les coefficients du quotient sont entiers. 

Nomseulement les .coefficients du quotient sont entiers, 
mais encore ils sont tous divisibles par 6. Car, si Ton dé- 
signe par Bj , B,, les coefficients du quotient or* 

donné par rapport aux puissances décroissantes de jj, on a 


B.= ÿ+A„ 
B.= ^+A„ 


Pour que B^ soit entier, il faut que b divise ce que l’on 
sait déjà. Pour que B, soit entier, il faut que b divise B,, et 
ainsi de suite. 

Les deux manières d’effectuer la division peuvent être 
appliquées pour l’essai direct des racines commensurables 
fractionnaires. On choisira l’une ou l’autre, suivant les cas. 

Exemples. 

1® Reprenons l’équation 

4^^ — — 6x — i8 = o, 

dont il a déjà été question. Après avoir reconnu que cette 
équation n’a pas de racine entière, cherchons les racines 

fractionnaires. Essayons d’abord-; si nous calculions le 
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quotient de droite à gauche, comme pour les racines eiv 

tières, il faudrait diviser successivement par ce qui revient 

à multiplier par 2; toutes les opérc^tipns seraient possibles, 
et il faudrait aller jusqu’au bout ppur voir si le reste est nul. 
Au contraire, en calculant de gauche à droite, il faut uipl** 

tîplier successivement par -, ce qui revient à diviser par 2; 

nous emploierons donc de préférence ce second procédé : 

4 multiplié par - donne a , et — 28 — 2 6 ; — 26 multiplié . 

par - donne — 1 5 et + 45. • . . . + 02 ; + 32 multiplié par - 
2 2 ^ 

donne + et — 6 + ‘o; +10 multiplié par i donne 

+ 5 et — 18 — 13. 11 amve ici que l’opération se pro- 

longe jusqu’à la tin ; mais le reste — 1 5 n’est pas nul ; donc ^ 
n’est pas racine. 

lüssayant — ^ de la même manière, toutes les opérations 

sont possibles, et l’on arrive à un reste nul ; donc — ^ est 
racine, et l’on a le quotient 

4^-*’ — 3oX' + 60X — 36 == 0, 

OU, en divisant tous les termes par 2, 

•jü?* -T- + 5 oa; TT- 18 == O. 

^ O 

Après avpû’ essayé encore une roisrrr- -, on essayera r-, 
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mais en allant de droite à gauche : — 18 divisé par ^ 

3 

donne — is; ajoutant +3ot)n a qui, divisé par-, 

donne -f- 12 ; ajoutant — 15 on a — 3 qui, divisé 

donne — 2 ; ajoutant le premier coefficient + 2 , on obtient 

3 

un résultat égal à zéro. Donc - est racine, et le quotient 
3 

de la division par x est 

‘ 2 


ou 


2 Z* 1 2X -j- ! a = U, 

x’ — 6x -f- fi = O- 


Cette équation du second degré donne deujt racines incom- 
mensurables. 

2° Trouver les racines conuuensu râbles de l’équation 


i 6 x” — !\Qx' — rjx 4-6 = 0. 


Après avoir reconnu qtie cette équation n’a pas de racine 
entière, on essayera la fraction ^ en allant de gauche à 
droite, et Ton verra que eette fraction est racine. Dans Té- 

1 9 

quation simplifiée, on essayera les fractions ±^, ±|, et 


Ton verra que — -= est racine. L’équation à laquelle on ar- 
9 


rive, ayant son premier coefficient égal à Tiuiité, n’a plus 
de racine cominensurable. Voici le tableau des calculs : 
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1 à.r‘ -|- 1 Ox’ — 46 -'- ' — 5 a; -)- 6 = 0 
i 5 , -{- 31 , —39, —18, 0 

1 

7 ) 

5a:*-j-7x’ — i3a;— 6 = 0 


5 , +8 

5 

5 , -h6 

1 

5 , +9 

a 

5 


■1 

5 , -{- 5 , — i 5 , 0 

~5 

,/■’ -f- .r — 3 = 0. 



205. Remarque 1. Nous avons expliqué (n“ 198) par quelle 
suite d’opérations, étant donné un polynôme X, on peut 

trouver des polynômes X,, Xj, X,, formés, le premier 

des facteurs simples du polynôme proposé, le second des 
facteurs doubles, le troisième des facteurs triples, etc. Ces 
opérations consistant en divisions, il est clair que si le po- 
lynôme proposé \ a ses coefliciens commensurables, les 

polynômes X, , X,, qu’on en déduit, auront aussi leurs 

coefficients commensurables. Supposons que le polynôme X 
n’ait qu’une racine a d’un même degré n de multiplicité; 
le polynôme X„ sera du premier degré, et par conséquent 
la racine a fournie par l’équation du premier degré X„ = o, 
à coefficients commensurables, sera commensurable. Ainsi, 
quand une équation à coefficients commensurables a une 
seule racine d’un même degré de multiplicité, cette racine est 
commensurable. 

206. Remarque 11. Lorsqu’une équation du troisième de- 
gré admet des racines égales, elle a, ou une racine double 
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et une simple, ou une racine triple; dans les deux cas, 
d’après ce qui a été dit précédemment, les racines sont 
commensurables. 

Lorsqu’une équation du quatrième degré admet des ra- 
cines égales, elle a, ou une racine double et deux racines 
simples, ou deux racines doubles, ou une racine triple et 
une racine simple, ou une racine quadruple. Dans le pre- 
mier cas, la racine double est commensurable ; dans le 
troisième cas, la racine triple et la racine simple le sont 
également , et de même dans le quatrième cas la racine 
quadruple. Mais, dans le second cas,* les deux racines dou- 
bles, étant données par une équation du second degré, sont 
en général incommensurables. 

Lorsqu’une équation du cinquième degré admet des ra- 
cines égales, elle a ou une racine double et trois simples, 
ou deux racines doubles et une simple, ou une racine d’un 
degré égal ou supérieur à trois; dans tous ces cas, l’une au 
moins des racines est commensurable. 

Ainsi, quand une équation à coefficients conmiemurables^ 
et d'un degré égal ou inférieur à cinq, a des racines égales, 
cette équation a au moins une racine commensurable, ex- 
ceplè quand le polynôme est du quatrième degré et carré 
parfait. 

Tant que le degré de l’équation ne surpasse pas cinq, on 
peut donc se dispenser d’appliquer à l’équation la méthode 
des racines égales, qui exige en général de longs calculs ; 
après avoir reconnu que le polynôme n’est pas carré par- 
fait, on appliquera à l’équation la méthode des racines 
commensurables. Mais quand l’équation est d’un degré 
plus élevé, elle peut avoir des racines égales sans avoir des 
racines commensurables. 
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Exercices. 

1* Appliquer la méthode des racines égales aux équa- 
tions 

x’—'px’ — iSa;"— 2f)gr‘ — 85 a;“-{- 6 i 2a;* — 108a; — 4^2=0 
x’-|-2a:*-l-x''-j-6x®-(-7a;* — 2x‘-|-ô.r*-|-2X* — lix — 8=0, 

X* — 8x’4- 2 4'^’ — 5 2X-|- 1 6=0 . 

2° Chercher les racines commensurables des équations 

x*-|-5x‘ -f-x* — i6x* — 20 X— i()=o, 

3x’ — 53 x I o 5 = O, 

6x‘— igx'-f- 1 3 x‘ — 20X* -j" 48«’ 16 = 0, 
i 5 x* -|- i6x’ — 4 Gx’ — 3 x-|- 6 = 0. 

U 


CHAPITRE V. 

.NOMBRE DES BACIMES RÉELLES. 

Théorème de Rolle, 

207. Théorème. Deux racines réelles consécutives d’un 
polynôme entier comprennent au moins une racine réelle de 
la dérivée. 

Soient a et b deux racines réelles consécutives d’un po- 
lynôme entier /'(x) à coelficients réels ; dans l’intervalle, le 
polynôme conserve toujours le même signe, par exemple le 
signe -f- , sans quoi il y aurait une autre racine entre a 
Pt b. Supposons a plus petit que b et faisons croître x de 
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a à 5 d’une manière continue ; la fonction f{sc) part de zéro 
et devient positive, c’est-à-dire plus grande que zéro; donc 
elle commence par croître, et la dérivée est positive pour 
des valeurs de x voisines de a; la fonction f{x), qui reste 
constamment positive, arrive ensuite à zéro en décroissant, 
et par conséquent la dérivée est négative pour des valeurs 
de X voisines de b. Ainsi quand x varie de a à 6, la dérivée 
a des valeurs de signes contraires dans le voisinage de a et 
dans le voisinage de b ; comme elle est elle-même finie et 
continue, elle s’annule au moins une fois dans l’intervalle 
de a à à. En général cet intervalle comprendra un nombre 
impair de racines réelles de la dérivée. 

Ce théorème est vrai pour les fonctions continues quel- 
conques, pourvu que la dérivée soit elle-même finie et con- 
tinue. Nous nous sommes servi de cette propriété pour la 
démonstration de la série de Taylor (n° 136). 

208. CoROËLAiRE. Deux racines réelles consécutives de la 
dérivée ne comprennent pas plus d’une racine réelle du poly- 
nôme proposé. Car si deux racines réelles consécutives a' 
et b' de la dérivée comprenaient deux racines réelles o et 6 
du polynôme proposé, ces deux racines réelles a et 6 com- 
prendiaient elles-mêmes une racine de la dérivée, ce qui 
est impossible. 

Mais il n’est pas certain qu’entre les deux racines consé- 
cutives a' et b' de la dérivée, il y ait une racine du poly- 
nôme proposé. Pour décider la question , il suffira de 
substituer a' et b' à la place de x dans le polynôme ; si l’on 
obtient deux résultats de même signe, il n’y a aucune ra- 
cine dans l’intervalle; si l’on obtient deux résultats de signes 
contraires, il y a une racine. Soient a, b', c',... h' les ra- 
cines réelles de la dérivée f'{x) rangées par ordre de gran- 
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deur croissante. Dans le polynôme f (x) substituons la suite 
des quantités 

— oo, a', b', é , /t', + CO 

et examinons les signes des résultats. Chacun des inter- 
valles comprendra zéro ou une racine du polynôme f{x), 
suivant que les résultats seront de même signe ou de signes 
contraires. Ainsi, quand on sait résoudre la dérivée, on peut 
trouver le nombre des racines réelles de l'équation proposée. 

Si n est le nombre des racines réelles de la dérivée , le 
nombre des intervalles étant n + i , on en conclut que 
l’équation proposée admet au plus n -f - 1 racines réelles. 

Équations du troisième degré. 

209. Considérons l’équation du troisième degré 
x’ -|- A,x* -f- A,x -j- Aj= O. 

Si l’on égale à zéro la dérivée, on obtient une équation du 
second degré 

3x* -(- aA,x -|- A, = O. 

Pour que l’équation proposée ait ses trois racines réelles, 
il faut d’abord que la dérivée ait ses racines réelles. Appe- 
lons o' la plus petite racine de la dérivée, b' la plus grande, 
et substituons dans le polynôme du troisième degré la suite 
des quantités 

— CA», a, b', ce.. 

Pour X— — CO, on a un résultat négatif, pom‘ x = ce. un 
résultat positif; si a' donne un résultat positif, b' un résultat 
négatif, chacun des intervalles, présentant un changement 
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de signe, comprendra une racine réelle et l’équation du 
troisième degré aura ses trois racines réelles. 

210, Mais nous réduirons d’abord l’équation à une forme 
plus simple. On peut toujours, par une transformation fa- 
cile, faire disparaître le second terme d’une équation. Soit 
l’équation 


ar -}- A,x"-* + A,x“- * + -f A, = O. 

Posons x = y-^k; l’équation devient 

{y+kr + X,(y+kr-‘+ = 0 , 

ou 

»/"• -1- {mk -f A,)y“-‘ + = o. 

A 

Si l’on fait k= !■, le coefficient du second terme s’éva- 

m 

nouit, et l’équation prend la forme 

y" + 4- + 0. 


Il était aisé de prévoir ce résultat. La relation y = x — k 
signifie que les racines de la nouvelle équation sont égales 
respectivement aux racines de l’équation proposée dimi- 
nuées de la quantité constante k; la somme des racines de 
la seconde équation est égale à la somme des racines de la 
première, c’est-à-dire à — A,, moins mk; si donc on fait 

k = — cette somme est nulle, et par conséquent le 
m 

coefficient du second terme est nul. » 

Pour réduire l’équation du troisième degré, on posera 


x=y— 


A. 

5 ’ 


et l’on ramènera ainsi l’équation à la forme 


plus simple 


x’ -f- /j.r -4^ = 0 . 
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Par cette transformation, quand les coelficients sont r^lç, 
les racines réelles restent réelles , les racines imaginaires 
restent imaginaires. 


211, Cherchons maintenant la condition pour que l’équa- 
tion 




ait ses trois racines réelles. L’équation 

devant avoir ses deux racines réelles, il faut que le coeÛi- 
cient P soit négatif; supposons cette condition remplie; 
nous aurons 

On doit avoir en outre f (a') >o, c’est-à-dire 



a condition f{b') <o se déduira de la précédente en chan- 
geant le signe dn redic^} çt le sens de l’inégalité, ce qui 
donne 



Digitized by Google 


279 


ÉQUATIONS UU TROISIÈME DEGRÉ. 

» 

Le coeflicieut p étant négatif, les premiers membres de ces 
inégalités sont des quantités positives. Supposons q > o; 
l’inégalité (1), ayant son second membre négatif, sera tou- 
jours satisfaite; l’inégalité (2) ayant ses deux membres po- 
sitifs, on peut les élever au carré, et l’on en déduit 



Supposons maintenant q < o; c’est l’inégalité (2) qui est 
toujours vérifiée, et 1 inégalité (1) conduit à la même iné- 
galité (3). D’ailleurs, l’inégalité (3) ne peut être satisfaite 
que si le coefficient p est négatif. 

A.insi, pour que l’ équation 

x’‘ px q = U , 

ait ses trois racines réelles, il est nécessaire et il suffit que ses 
coefficients satisfassent à T inégalité 



Quand le premier membre de cette inégalité est une 
quantité positive, l’équation n’a qu’une racine réelle. Quand 
cette quantité est nulle, l’équation a deux racines égales, 
comme nous l’avons vu au n“ 197. 

Exemples. 

1" L'équation 

a:’ -{- 5a; — a = o, 
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dans laquelle le coefficient du second terme est positif, n’a 
qu’une racine réelle ; cette racine est positive. 

2° L’équation 

x‘ — 6x -|- 4 = O 

a ses trois racines réelles. La transformation en — x n’ayant 
qu’une variation, une seule racine est négative, les deux 
autres sont positives. 

3» L’équation 

X* — Cx -j- 6 = O. 

n’a qu’une racine réelle. Cette racine est négative. 

4“ Déterminer les dimensions d’un cylindre circulaire 
droit, dont on connaît la surface totale et le volume. 

Désignons la surface par 4'"a’ et le volume par ; 

O 

appelons X le rayon de la base et y la hauteur. On a les 
deux équations 

W y — X»— + ^ = 0. 


L’équation (2) admet toujours une racine négative, qui ne 
convient pas à la question. Pour que le problème soit pos- 
sible, il faut que l’équation ait une racine positive, et par 
conséquent ses trois racines réelles ; la condition est 


Quànd cette condition est remplie, l’équation a deux ra- 
cines positives auxquelles correspondent des valeurs po- 
sitives de y, et le problème admet deux solutions. Quand 


seule. 


ces deux solutions se confondent en une 
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Êqmlions du quatrième degré. 

212. Si l’on fait disparaître le second terme, l'équation 
du quatrième degré se ramène à la forme 

(î) x*-|- Ax* + Bx + C = O. 

Posons ® l’équation devient 

(2j Cy‘ + By» 4- Aÿ* + I = O. 

Ën égalant à zéro la dérivée, on obtient l’équation 

4Cy’ -j-3By* -j~ sAy = o, 
ou 

l^(4Cy* + 3By 4- s\) = O, 

que l’on peut résoudre. On saura donc reconnaître com- 
bien l’équation (2), et par suite combien l’équation pro- 
posée, admet de racines réelles. 

Soit, par exemple, l’équation 

(3) x‘ — ax' — 2x4-» = O, 
que l’on ramène à l’équation 

(4) y‘ - a.v’ — ay‘ 4- » = O. 

en posant oc = ^. La dérivée 

aÿ(ay’ — 3y — a) = o 

a ses trois racines réelles — o, 4- 2 . Les quantités 

— CO, — -, O, 4- a, 4-00, 

3 
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substituées dans le polynôme (4) , donnent les signes 

+ ’ + J + > — > + • 

On en conclut que l’équation (4) a deux racines réelles et 
comprises, l’une entre o et a, l’autre entre a et +<». 
L’équation proposée admet aussi deux racines réelles et 

comprises, l’une entre ° l’autre^ et -f ce-. 

213. On peut ramener la résolution d’une équation du 
quatrième degré à celle d’une équation du troisième degré. 

Un polynôme du quatrième degré est le produit de quatre 
facteurs du premier degré {x — a) (.* — 6) {x — c) [x—d). 
Le produit (x — a) {x — b) de deux facteurs quelconques 
du premier degré donne un facteur du second degré 
X* px q ; le polynôme du quatrième degré admet donc 
six facteurs du second degré, et par conséquent les coeffi- 
cients pet q ont six valeurs ; la recherche de ces coefficients 
dépend donc d’une équation du sixième degré. Mais, si l’on 
met l’équation proposée sous la forme 

(1) Ax*-f Rc-f C=:o. 

on a a H- ô -j- c -f d = 0 , d’où a 4- ô = — (c -j- d) ; les va- 
leurs de P sont égales deux à deux et de signes contraires ; 
l'équation du sixième degré, qui donne l'inconnue ne 
contiendra donc que des puissances paires de p, et par 
conséquent s’abaissera au troisième degré. 

Quand on divise le polynôme a;* \x* -1- Bas 4- C par 

a?’ 4* PJÎ + ?» on obtient un quotient du second degré 
x' — px 4- (A 4- p’ — ?) , et un reste du premier degré 

[ B 4- apç — pi A 4- //)] Æ 4- [C — q{.\ 4~ p* — y)]. 
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Ce reste devant être identiquement nul, on a les deux équa- 
tions 

B 4- a/)ÿ — p(A -!-;>*) =0, 

C - Ç(A -I- — g) = 0 . 

De la première on déduit 


( 2 ) 


3/i 


cette valeur substituée dans la seconde donne l’équation 


(3) • //(A + /v*)’-4C/.’-B* = o. 


Si l’on pose p* = z, cette équation s’abaisse au troisième 
degré 

(4) z(z-)-A}’ — l\Cz — B’ = o. 


Lorsque l’équation (1), dont nous supposons les coelli- 
cients réels, a ses quatre racines réelles, l’équation (4) a ses 
trois racines réelles et positives. Quand l’équation (1) a ses 
quatre racines imaginaires, l’équation (4) a encore ses trois 
racines réelles; l’une est positive, les deux autres négatives. 
Mais lorsque l’équation (1 ) a deux racines réelles et inégales 
et deux imaginaires, l’équation (4) a une racine réelle posi- 
tive et deux imaginaires. Pour résoudre complètement 
l’équation (1), il suffit de calculer l’une des racines de l’é- 
quation (4) ; à cette valeur de p correspond une valeur de q 
donnée par l’équation (2) ; on connaît alors deux facteurs 
du second degré, le diviseur et le quotient. On résoudra 
donc les deux équations du second degré 


a;’ piC -p g = O 

— l>x -|- (A 4- jr — =r O. 
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ÊqualioM trinômes. 

214. La méthode, dont nous avons fait usage pour trou- 
ver le nombre des racines réelles de l’équation du troisième 
degré, s’applique à l’équation trinôme 

(1) X"' Ax" -f- B = O. 

Si l’on prend la dérivée, on obtient l’équation 

mx"’ ’ -f- nAx*~‘ = o, 
ou 

(2) x’*“‘ (wx"*"* + n A ) = O , 

dont on sait trouver les racines réelles. 

On peut aussi l’appliquer à l’équation 

(3) Ax"-"4-Bx’*-*" + C = o; 

car si l’on prend la dérivée, on obtient l’équation 

-(- (m — n)Ax"”“"‘ + = o, 

ou 

(4.) -4* (m — n)Ax" -j- (»» — an)B] = o, 

que l’on peut résoudre. 

On ramène l’équation 

x” + Ax*" -J- Bx* -|- G = o 
à la forme précédente, en posant ® = “• 

Théorème de Sturm. 

215. Quand on sait résoudre la dérivée, le théorème de 
Rolle suffit pour trouver le nombre des racines réelles d’une 
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équation. Mais quand on ne sait pas résoudre la dérivée, 
ce théorème est insuffisant. On peut recourir alors au théo- 
rème de Sturm qui donne, dans tous les cas, le moyen de 
trouver exactement le nombre des racines réelles d’une 
équation algébrique comprises entre deux nombi-es donnés. 

Désignons par X un polynôme entier f{x) à coefficients 
réels, n’ayant pas de racines égales, et ordonné suivant les 
puissances décroissantes de a:. Appelons X, sa dérivée /^(x). 
Divisons X par X, et appelons X, le reste changé de signe ; 
divisons X, par X, et appelons X, le reste changé de signe ; 
après un certain nombre d’opérations, nous arriverons à 
un reste indépendant de x; nous désignerons par X, ce 
reste changé de signe. Considérons la suite des polynômes 

X, X„ X„ , X,. 

Si dans cette suite on donne à x successivement deux va- 
leurs réelles particulières x, et a:,, a:, étant inférieure à x^, 
et que l’on compte les variations que présentent les deux 
suites de quantités, le nombre des variations perdues quand 
on passe de x, à x^ indique exactement le nombre des ra- 
cines réelles comprises dans cet intervalle. 

En effet, faisons croître x d’une manière continue de x, 
et X, ; une modification dans le nombre des variations ne 
pourra s’opérer que si l’un des polynômes change de signe, 
et par conséquent passe par zéro. Nous remarquons d’a- 
bord que deux polynômes consécutifs X,_, et X„ ne peuvent 
s’annuler pour une même valeur de x ; car alors tous les 
polynômes seraient divisibles par x — a; le polynôme 
proposé et sa dérivée admettraient un commun diviseur, 
ce qui est contraire à l’hypothèse. Supposons que l’un des 
polynômes intermédiaire X, change de signe pour x = a ; 
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comme on a, quelle que soit x, 

on aura, pour a: = a, 

Y — V 

Oii peut prendre h assez petit pour que, x variant de a — h 
à a + /i, chacun des polynômes et conserve le 
même signe; ces deux polynômes auront donc des signes 
contraires dans tout cet intervalle. Or, quels que soient les 
signes du polynôme X„ pour x = u — it et pour x — a h, 
la suite des trois polynômes 

X„_, -X„, x„^„ 

présentera évidemment, pour chacune de ces deux valeurs 
de X, une variation et une seule ; seulement cette variation 
se sera déplacée d’un côté ou de l’autre. Ainsi, le nombre 
des variations que présente la suite des polynômes n’est 
pas modifié quand l’un des polynômes intermédiaires 
change de signe. D’ailleurs la dernière quantité X„ qui est 
indépendante de x, conserve toujours le même signe. Le 
nombre des variations de la suite ne changera donc que si 
le premier polynôme X, c’est-à-dire le polynôme proposé, 
change de signe. 

Supposons que x passe par une racine a du polynôme 
proposé; on a 



f{a -j- A) = + ~ — ~ + 

On peut rendre h assez petit pour que la dérivée f'{x) con- 
serve le même signe quand x varie de a — h à « -[- h, et 
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pour que le second membre de chacune des égalités précé- 
dentes ait le signe de son premier terme. 11 en résulte que 
les deux polynômes f{x) et f\x) ont des signes contraires 
pour x = a — h, et le même signe pour a; = a 4 - Il y 
donc une variation perdue en tête de la suite des polynômes, 
quand x passe par une racine du polynôme proposé. 11 en 
sera de même chaque fois que x passera par une des ra- 
cines du polynôme. Ainsi le nombre des variations perdues 
dans la suite des polynômes, quand on passe de la valeur x^ 
à la valeur plus grande .r, , est égal au nombre des racines 
réelles comprises dans cet intervalle. , 

Nous avons supposé que le polynôme proposé n’a pas de 
racines simples; s’il avait des racines égales, la suite des 
opérations conduirait à un plus grand commun diviseur 
algébrique Xp, et l’équation proposée pourrait être rem- 
placée par plusieurs équations de degrés moindres, comme 
nous l’avons expliqué au n° 198. 

En appliquant cette méthode à l’équation du troisième 
degré x^ px q = o, on a la suite 

X + px.+ q, 

-Ni = ~>3:- -f P, 


V _ 4;^’-l-2r'7’ 

4P* • 

L’équation aura ses trois racines réelles si la suite présente 
trois variations pour x — — co, et n’en présente plus au- 
cune pour x = -|-co; ceci exige que l’on ait p < o et 
A/)’ 277 ’ < o, et l’on retrouve ainsi la condition que nous 

avons déjà obtenue par le théorème de Rolle (n“ 211 ). 
üne équation du degré m a toutes ses racines réelles 
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lorsque la suite des polynômes est complète, et que le 
premier terme de chacun d’eux a un coefficient positif. Car 
alors la suite présente m variations pour x = — oo, et n’en 
présente plus aucune pour a: = -j- ae>. Ces conditions sont 
d’ailleurs nécessaires. 

216. Remarque I. Pour éviter les coefficients fraction- 
naires, on peut multiplier chaque dividende par un nombre 
constant, comme nous l’avons expliqué lors de la recherche 
du plus grand commun diviseur; mais ici il faut avoir 
soin que le multiplicateur soit positif, afin de ne pas chan- 
ger les signes des polynômes que l’on a à considérer. On 
peut de même diviser tous les termes d’un polynôme par un 
nombre positif. 

Soit, par exemple, l’équation 

X = X® — 5x* lox’ — i5x -f i6 = O. 

En divisant par 5 la dérivée 

üx’ — 1 5x* 4* aox — 1 5 

on la remplacera par le polynôme plus simple 
X, = x* — 3x’-t-4a;— .'5- 

Le reste de la première div ision est divisible par 2 ; en 
changeant les signes, on a 

X, = x» — 3x’-l-6x— 8. 

. La seconde division donne un reste du premier degré qui, 
changé de signe, est 

Dans la dernière division, pour éviter les coefficients frac- 
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tionnaires, on multipliera le dividende trois fois successive- 
ment par 9 ; le reste, changé de signe, est 

= — i53. 

La suite des polynômes présente deux variations pour 
or = — CO, et une seule pour a; = + co. Donc Téquation 
proposée n'a qu’une racine réelle, et cette racine est né- 
gative. 

217. Remarque II. Lorsqu’après un certain nombre de 
divisions successives on arrive à un polynôme X^, qui 
conserve le même signe pour toutes les valeurs de x, il 
est inutile de pousser plus loin le calcul; pour trouver 
le nombre des racines réelles comprises entre et x^, 
on appliquera la règle énoncée à la suite des polynômes 

X, Xj, X^, ^py 

« 

« 

car le raisonnement suppose simplement que le dernier 
polynôme ne change pas de signe. 

Considérons, par exemple, l’équation 

X = -f- a* — 8r — lo = O, 

on a 

i 

X, = — 8. 

Les deux premières divisions donnent 

X, — — ox~ -|- Ô 2 X -}- 5ü, 

X,=:4i3.r* + 636x- -1-346. 

On reconnaît immédiatement que ce dernier polynôme, 
qui est du second degré, a ses racines imaginaires, et par 
conséquent conserve toujours le signe de son premier 

19 
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terme, On s’arrêtera là. La suite des polynômes X, X,, X„ 
X, présente trois variations pour x = — oo, une pour 
X = O, et n’en présente plus aucune pour x = + oo ; on 
en conclut que l’équation proposée admet trois racines 
réelles, deux égatives et une positive. 


Exercices. 

1° Partager un hémisphère en deux parties équivalentes 
par un plan parallèle à la base. 

2" Déterminer les dimensions d’un prisme droit à base 
carrée, connaissant la surface totale et le volume. 

3° Dans une sphère inscrire un cône d’un volume donné. 

/i° Déterminer un triangle connaissant les distances du 
centre du cercle inscrit aux trois sommets, ou les distances 
du centre du cercle circonscrit aùx trois côtés. 

5" Mener par les sommets d’un triangle trois droites 
passant par un même point et déterminant sur les côfts 
trois segments non consécutifs égaux entre eux. 

6° Construire un segment de sphère ayant un volume 
donné et pour base un cercle donné. 

7° Dans un cercle donné, inscrire un triangle isocèle 
d’une surface donnée. 

8” Déterminer les côtés d’un triangle rectangle connais- 
sant la somme des deux côtés de l’angle droit, et le vo- 
lume qu’engendre le triangle tournant autour de l’hypo- 
ténuse. 
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CHAPITRE VI. 

CALCUL DES RACINES INCOMMENSURABLES DES 
ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 

218. Nous avons indiqué (livre VI, chap. iv) la manière 
de trouver les racines commensurables d’une équation al- 
gébrique. Occupons-nous maintenant du calcul des racines 
incommensurables. La première chose à laire est de séparer 
les racines, c’est-à-dire de former des intervalles compre- 
nant chacun une racine réelle et une seule. Le théorème 
de Sturm fournit une méthode générale pour la séparation 
des racines. Quand on a calculé la suite des polynômes 

X, X,, X, X, 

dont le dernier consen'e toujours le même signe , on rem 
place X successivement par x — — oo et par -j-oo, afin 
d’avoir le nombre des racines réelles. On détermine en- 
suite une limite supérieure des racines positives et une 
limite inférieme des racines négatives. Dans la suite des 
polynômes, on remplace x par des nonibres entiers équi- 
distants compris entre ces limites; les intervalles dans les- 
quels il y a des variations perdues sont les seuls qui com- 
prennent des racines réelles; s’il n’y a qu’une variation 
perdue, il n’y a qu’une racine réelle dans chaque inter- 
valle, et les racines sont séparées. S’il y a dans un inter- 
valle plus d’une variation perdue, on subdivisera cet inter- 
valle en parties égales, et l’on continuera de cette manière 
usqu’à ce que la séparation soit complètement effectuée. 
Mais cette méthode très-simple et très-nette en théorie 
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exige en général des calculs longs et fastidieux. Dans la 
pratique, on parvient ordinairement à effectuer la sépara- 
tion des racines en substituant directement des nombres 
équidistants dans le polynôme proposé et s’aidant de la 
considération de la dérivée. Quelques exemples feront bien 
comprendre la manière de procéder. 

219. Exemple I. Soit l’équation du troisième degré 

4 ~ — 1 7a: + 5 = O. 

» 

La règle de Descartes montre que cette équation a une ra- 
cine réelle négative, et zéro ou deux racines positives. Par le 
groupement des termes, on voit que +6 est une limite su- 
^ périeure des racines positives et — 6 une limite inférieure 
des racines négatives; les racines réelles sont donc com- 
prises entre — 6 et - 1 - 6 . En substituant les nombres entiers 
entre ces limites, on obtient les résultats suivants : 

X — ' “6, — O, ‘ (y y — 2 , — ” 1 , O, 1 , 2 , O 

— 1, +40, +Ô7, + 56 , +43, +‘i 4 > + 5 , — 8, — 9, +8. 

Le polynôme ayant des valeurs de signes contraires pour 
X = O et J!; = 1 , on en conclut qu’une première racine réelle 
positive est comprise entre 0 et 1 ; la seconde racine positive 
est comprise entre 2 et 3 ; la racine négative entre — 6 et 
— 5. L’équation proposée a ses trois racines réelles, et ces 
racines sont séparées. 

On a ainsi les racines à moins d’une unité près. Pour 
avoir l’une d’elles à un dixième près, on substituera des 
nombres équidistants d’un dixième dans l’inten^alle qui la 
comprend. Mais ordinairement on diminue beaucoup le 
nombre des substitutions à l’aide des considérations sui- 
vantes : 

Cherchons, par exemple, la racine comprise entre 2 et 3. 
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Quand J? varie de 2 à 3 , la dérivée 3 jj’-f 6a; — 17 étant 
positive, la fonction croît ; on peut admettre approximative- 
ment que la variation de la fonction est proportionnelle à 
celle de la variable; or, quand x croît d’une unité à partir 
de 2, la fonction éprouve un accroissement égal à 9 8 ou 

17; pour que la fonction éprouve un accroissement égal 
à 9, et par conséquent se réduise à zéro, il faut donner à x 


un accroissement à peu près égal à-^,ou ào, 5 ; il est pro- 
bable d’après cela que la racine diffère peu de 2,5. La sub- 
stitution de a: = 2,5 dans le polynôme proposé donne un 
résultat négatif — 1 , 1 2 5 ; donc la racine est plus grande 
que 2,5. La sub,stitntion de a; = 2,6 donne encore un 
résultat négatif — 1 , 544 ; donc la racine est plus grande 
que 2,6. Mais la substitution de a; = 2,7 donne un ré- 
sultat positif -|- 0 , 655 ; donc la racine est comprise entre 


2,6 et 2,7. 

• 

Cherchons de même la racine comprise entre o et 1 . 
Quand x varie de o à i , la dérivée étant négative, la fonction 
décroît; admettons encore approximativement que la varia- 
tion de la fonction est proportionnelle à celle de la variable; 
or, quand x croît d’une unité à partir de 0, la fonction 
éprouve une diminution égale à 5 -(-8 ou i 5 ; pour que la 
fonction éprouve une diminution égale à 5 , et par consé- 
quent se réduise à zéro, il faut donner à x un accroisse- 
ment à peu près égal à ou à 0,4. Il est probable d’après 

cela que la racine dill'ère peu de 0,4. La substitution de 
x = o ,4 donnant un résultat négatif — 1 , 256 , la racine est 
plus petite que o, 4 - La substitution de x = o ,5 donnant un 
résultat positif -1-0,197, racine est comprise entre o ,5 


et 0,4. 
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220, lîxEMpr.i! ]l. Dans l’exemple précédent, les racines 
ont été séparées par la substitution des nombres entiers; 
mais il n’en est pas toujours ainsi. Dans ce cas, on examine 
dans quel intervalle sont situées les racines qui n'ont pas 
été séparées, et l’on partage cet intervalle en dix parties 
égales. Soit l’équation 

dont les racines sont comprises entre — 4 et + 5. La sub- 
stitution des nombres entiers donne les résultats suivants : 


X — 4» ^ 

— ®9> “!■*> +i3> +7, +•» +*5. 

11 y a une racine négative entre — 3 et — 4; d’ailleurs, 
l’équation transformée en — x n’ayant qu’une variation, 
l’équation proposée n’admet pas d’antre racine négative. 
La condition de réalité des racines (n° 211) étant ici satis- 
faite^ il en résulte que l’équation a deux racines positives, 
mais ces deux racines sont comprises dans le même inter- 
valle ; il s’agit de voir dans lequel. Considérons pour cela 
l’équation 

5ar’ — 7 = 0 


que l’on obtient en égalant à zéro la dérivée du premier 
membre de l’équation proposée; nous savons (n“ 207) 
qu’entre les deux racines positives de l’équation proposée, 
il y a une racine de la dérivée; cette racine est la racine 


positive 



supérieure à i, mais inférieure à a. L’inter- 


valle qui comprend les deux racines cherchées, devant com- 


prendre aussi la quantité 



, est celui de i à a. Afin 


de séparer les racines, nous subdiviserons cet intervalle. 
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Pour j?=r 1,5 on trouve un résultat négatii — o,i«6; 
donc l’une des racines positives est comprise entre i et i, 5 , 
l’autre entre i ,5 et 2. 

Voilà les racines séparées. L’interpolation* par parties 
proportionnelles montre que l’une des racines est à peu 
près égale à 1,4, l’autre à 1,6. La substitution de 1,4 
donnant un résultat négatif — o,o 56 , la première racine 
est plus petite c[ue 1 ,4 ; la substitution de a: = 1 ,5 donnant 
un résultat positif + 0,097, cette racine est comprise entre 
1,3 et 1,4. La substitution de x = 1,6 donnant un résultat 
négatif — 0,1 o 4 , la seconde racine est plus grande que 1,6; 
la subtitution de x =1,7 donnant un résultat positif 
-j- 0,01 3 , cette seconde racine est comprise entre 1,6 
et 1,7. 

Exemple 111 . L’équation 

Æ* — sx ' -j- 5a.’ — 7 = 0 

n’a pas de racine négative; 2 est une limite supérieure des 
racines positives. La substitution des nombres entiers ne 
donne qu’un changement de signe, de 1 à s. La dérivée 
ôx* — 4® + 5 ayant ses racines imaginaires, l’équation 
proposée n’a qu’une racine réelle, et cette racine est com- 
prise entre 1 et 2. 

Exemple IV. L’équation 

■T* — 4^’ + 5a; — 7 = 0 


n’a pas de racine négative ; 4 est une limite supérieure. L4 
substitution des nombres entiers ne donne qu’un chan= 
gement de signe, de .3 à 4 * La dérivée 3 a;’ — 8 a ;-|-5 

a scs racines réelles 1 et Si l’équation proposée avait ses 
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trois racines réelles, la plus petite racine i de la dérivée 

devrait donner un résultat positif, la plus grande | un 

résultat négatif ; la valeur du polynôme pour x = i étant 
négative, on en conclut que l’équation proposée n’a qu’une 
racine réelle, et cette racine est comprise entre 3 et 4- 
Exemple V. L’équation 

8jc’ — I i.r’ -|- 3x — 1=0 


n’a pas de racine négative; 2 est une limite supérieure. La 
substitution des nombres entiers ne donne qu’un change- 
ment de signe de 1 à 2. L’équation f{x) — 0 ayant ses deux 
2 \2 _„_2 + v /2 


racines , x 


X 


réelles et comprises 


entre o et 1 , si l’équation proposée avait ses trois racines 
réelles, deux racines seraient comprises entre o et 1. Mais 
on peut écrire le polynôme sous la forme 


— 8x’(i — x) — (4x* — 3x -j- 1). 


Le polynôme du second degré l\x* — ôx -{- 1 ayant ses ra- 
cines imaginaires , est toujours positif ; on voit donc que , 
quand x varie de o à 1 , le polynôme proposé reste con- 
stamment négatif. Ce polynôme n’admet donc qu’une racine 
réelle, et cette racine est comprise entre 1 et u. 

221. Exemple VI. Considérons encore l’équation 


X* -j-' * 102X i8i = o, 

dont les racines réelles sont comprises entre les limites 
— 18 et -f6. 

L’équation transformée en — x n’ayant qu’une variation, 
l’équation proposée a une racine négative et une seule, et 
cette racine est comprise entre — 1 7 et — 18. Les deux au- 
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très racines seront réelles et positives, ou imaginaires. Les 
nombres entiers positifs donnant tous des résultats positifs ; 
les deux racines positives, si elles existent, seront comprises 
dans le même intervalle. Pour reconnaître cet intervalle, 
on examinera les racines de la dérivée 


aax — loa. 


qui sont réelles, l’une positive, l’autre négative. La racine 

— *>+v4a7 , , . 

positive -g-i — ~ = 3,2 2... devant être comprise entre 


les deux racines positives de l’équation proposée, on en 
conclut que, si l’équation proposée admet des racines po- 
sitives, elles seront comprises entre 3 et 4 - Les substitu- 
tions de aj = 3,2 et de a; = 3, 3 donnent des résultats positifs 
+0,008 et +0,127; donc les deux racines, si elles existent, 
seront toutes deux comprises entre 3,2 et 3 , 3 ; il faut sub- 
diviser cet intervalle. La substitution de Æ=i3,22 donnant 
un résultat négatif — 0,001 352 , il y a deux racines posi- 
tives; les substitutions de a: = 3,2i et « = 3,23 donnant 
des résultats positifs +0,001261 et + 0,000167, Lune des 
racines est comprise entre 3,21 et 3,22, l’autre entre 3,22 
et 5 , 23 . Dans cet exemple, la difficulté de séparer les ra- 
cines provient de ce qu’elles sont très-voisines l’une de 
l’autre. 


222 . Kxemple vil Soit l’équation du quatrième degré 

X* — 5x’ — + i5x + 3 = 0. 

D’après le théorème de Descartes, cette équation admet 
0 ou 2 racin&s positives, o ou 2 racines négatives. Ces ra- 
cines sont comprises entre — 3 et + 7. La substitution des 
nombres entiers donne les résultats 
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</ i— 1-^ 2) Oj Ij 3) 3, (i 

4-1, — i3,-f-3, 4-7, —19, --69, — u3, —97, 4-57. 


11 y a quatre changements de signe et par conséquent quatre 
racines réelles et comprises, la première entre — 2 et — 1 , 
la seconde entre — 1 et o, la troisième entre 1 et 2, la qua- 
trième entre 5 et 6. 

Calculons à un dixième près la racine comprise entre 
1 et a. L’interpolation par parties proportionnelles entre 


1 et a indique l’accroissement i ou o, 3 . La substitution 

de Æ = 1 ,3 donnant un résultat positif 4~ a)64i 1 < la racine 
est plus grande que i, 5 ; la substitution deæ=i,4 don- 
nant encore un résultat positif -f- 0,4016, la racine est plus 
grande que i,4; la substitution de a;— 1,5 donne un ré- 
sultat négatif — 2,0625 ; donc la racine est comprise entre 

1,4 et 1,5. 

Calculons de même la raison comprise entre 5 et 6, l’in- 
terpolation par parties proportionnelles indique un acerois-p 


sement - 4 ^ ou 0,6. La substitution de j:= 5,6 donnant un 

154 

résultat négatif, la racine est plus grande que 5 , 6 ; la sub- 
stitution de a: = 5,7 donnant encore un résultat négatif 
— 9,294g, la racine est plus grande que 5,7 ; la substitution 
dex = 5,8 donne un résultat positif 4-10,6096; donc la 
racine est comprise entre 5,7 et 5 , 8 . 


223 . Exemple VIII. Soit l’équation 


X* — 4^’ 4 " * + 4 = O, 


qui, d’après le théorème de Descartes, ne peut avoir plus 
de deux racines positives et de. deux racines négatives. Ces 
racines sont comprises entre — 1 et 4- 4. La substitution 
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cAixai. i>i;s BACisfis j.nco^imunsi kabi.es. 
des nombres entiers donne pour résultats 

X = — 1^ Oj ij a, 4 

■{■8, -|-4> 4* B, -— 10 , — ao, -|- 8. 

» 

On voit qu’il y a deux racines positives et comprises, l’une 
entre i et a, l’autre entre 5 et 4 - S’il y avait deux racines 
négatives, elles seraient toutes deux comprises entre o et 
— I ; or, dans cet intervalle, les deux premiers termes étant 
positifs, ainsi que la partie ® + le polynôme reste con- 
stamment positif; l’équation n’admet donc pas de racines 
négatives.' 

224 . Exemple IX. Considérons l’équation du cinquième 
degré 

X* — 5x’ 4- a;’ — 8x — 10 = O 

qui admet i ou 5 -racines positives, o ou a racines néga- 
tives. En groupant les termes de cette façon 

(x' — 3x* — 8x — 1 o) -|- X* = O, 

on voit que 3 est une limite supérieure des racines posi- 
tives. Le nombre — 3 est une limite inférieure des racines 
négatives. La substitution des nombres entiers donne les 
résultats 


X— — 3 , 2, I, O, 1, 2, 3 

— 4- 2, 4- I, — 10, — 19, — 14, -1- 137. 

Il y a deux racines négatives et comprises, l’une entre — 2 
et — 1, l’autre entre — 1 et o. Il y a une racine positive 
entre 2 et 3 . Si l’on met l’équation sous la forme 

— x’(4 — x’J — x(8 — x’) — (10 — x’) — o, 

On voit que le premier membre reste constamment négatif, 
quand x varie de o 4 2. Il reste donc à examiner si l’équa- 
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tion peut avoir trois racines entre 2 et 3 . Si l’on écrit la 
dérivée 

5 x* — ga* — 8 

sous la forme 

( 5 x‘ — gx‘ — 4 ) + (aj;— 4 )> 

on reconnaît que 2 est une limite supérieure des racines 
de la dérivée. Ainsi l’équation proposée n’admet qu’une 
racine positive. Nous avons déjà traité cet exemple par le 
théorème de Sturm (n° 217 ). 

22 ,'). Exemple X. Considérons enfin l’équation 

8x* — + 37a:* — 40X -f- 49 = " 

• 

qui n’admet pas de racine négative, et au plus quatre ra- 
cines positives. Le groupement des termes fournit la limite 
supérieure -f 5 , La substitution de.s nombres entiers donne 
les résultats 

x=o, 1, 2, 3 , 4 j 5 

49, 34, 5 , H), 289, +. 

11 n’y a pas de changement de signe. 11 faut recourir à la 
dérivée 

32a:’ — j2ox’ -j- 1 14a; — 40 = O* 

En substituant des nombres entiers de o à la limite supé- 
rieure 4) on n’obtient qu’un changement de signe de 2 à 3. 
La seconde dérivée 

6(i6a:* — 4oar-[-i9) = o 


a ses deux racines réelles x =■ - 


v'6 


Si la première dé- 


rivée avait ses trois racines réelles, la plus petite racine de 
la seconde dérivée devrait donner un résultat positif; cette 
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racine est plus petite que 7 ; comme on peut mettre la pre- 

4 

mière dérivée sous la forme 



(pdr’ — 1 i4c 40), 


et que le trinôme' du second degré gOa:* — 1 1 4® + 4° ses 

5 

racines imaginaires, on voit que de o à -, cette dérivée est 

4 


négative; elle n’a donc qu’une racine réelle. On en conclut 
que l’équation proposée ne peut avoir plus de deux racines 
réelles (n° 208 ) ; si elles existent , elles seront comprises 
entre 2 et 5 . La substitution de x= 2,.5 donne un résultat 
négatif — 7,2600; donc l’équation proposée admet deux 
racines réelles et comprises, l’une entre 2 et 2,5 l’autre 
entre 2,5 et 3 . 

L’interpolation par parties proportionnelles entre 2 et 2,5 
indique l’accroissement 0,2. La substitution de 35 = 2,2 
donnant un résultat négatif — 1 , 6552 , la première racine 
est plus petite que 2,2. La substitution de .r: = 2,i donnant 
un résultat positif i, 5 i 48 , cette racine est comprise 


entre 2,1 et 2,2. 

L’interpolation entre 2,5 et .5 indique l’accroissement 
0,2. La substitution de 35 = 2,7 donnant un résultat né- 
gatif —5,6372, la seconde racine est plus grande que 2,7. 
La substitution de 35 = 2,8 donnant encore un résultat né- 
gatif — 2,4762, cette racine est plus grande que 2,8. 
La substitution de 35=2,9 donnant un résultat positif 
+ 2,6348, la racine est comprise entre 2,8 et 2,9. 

Dans les exemples précédents, nous sommes parvenus à 
séparer les racines par des substitutions convenablement 
dirigées, et en nous aidant de la considération de la dérivée. 
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Poui' que ce procédé réussisse, il faut évidemment que 
l’équation n’ait pas de racines égales. Lorsqu’ après plusieurs 
essais infructueux on n’a pas réussi à séparer les racines, 
on est amené à voir si l’équation n’a jias de racines égales; 
il faut pour cela chercher le plus grand commun diviseur 
entre le polynôme et sa dérivée ; il convient dans ce cas de 
disposer les calculs de manière à appliquer le théorème de 
Sturm, et l’on est ramené ainsi à la méthode générale que 
nous avons exposée au commencement de ce chapitre. 


CHAPITRE Yll, 

MÉTHODES d’approximation. 

Méthode de Newton. 

226. Quand on a séparé les racines d’une équation et 
obtenu l’une d’elles avec un certain degré d’approximation, 
par exemple à un dixième ou à un centième près, il est très- 
facile de la calculer avec une approximation de plus en 
plus grande. Nous parlerons d’abord de la méthode connue 
sous le nom de méthode de Newton. 

Supposons qu’une racine, et une seule, soit comprise 
entre et .r, -|- h. Représentons cette racine par -j- a, 
a. étant plus petit que h en valeur absolue, et développons 
f{x, a) suivant la loi connue 

f{x, + a) = f{x,) + r(x„) ^ ^ -f ; 

nous aurons pour déterminer l’inconnue a l’équation 

(J ) O = f[x,j + /■'(xja -f / "(x„) — + 

1.2 
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L’inconnue a étant une quantité très-petite, on pourra 
négliger les puissances supérieures à la première, et l’on 
aura l’équation du premier degré 

= O. 

d’où l’on déduit la valeur approchée 

—m- 

On peut écrire l’équation sous la forme 

fM [ TM r’M , , \ 

L’erreur commise quand on prend la valeur approchée 
— est exprimée par la parenthèse ; pour se rendre 

compte de l’erreur, on évaluera rapidement et par excès la 
valeur absolue de cette parenthèse. 

227. Mais on peut obtenir une expression beaucoup plus 
simple du reste. La formule de Taylor (n" 136), si l’on s’ar- 
rête à la seconde dérivée, donne 

/■(‘'-O — + 7 + ~ n^o+*»): 

on aura donc pour déterm’mer l’inconnue a l’équation 

^4) O = /■(!;„) -f Y f\^o) + — /'"(■'’o + ®“) » 
que l’on peut écrire sous la forme 

^ ^ “ fVo) » f'M 

Si l’on prend la valeur approchée * = — f'(^ ' l’eireur 




Digitized by Google 



30 i LIVRE VI, CHAP. VU. 

commise a pour expression 


( 6 ) 


a l'M 


Pour évaluer cette eireur, on remplacera /""(a;,, -|- 0 a) par 
la plus grande valeur absolue de la seconde dérivée 
quand x varie de à x, + /i, ou par une valeur plus 
grande. 


La quantité — , ' étant ordinairement plus petite 

'■‘f K) 

que l’unité en valeur absolue, l’erreur commise sera moin- 
dre que a’, et par conséquent moindre que h*. Ainsi l’ap- 
plication de cette méthode double en général le nombre 
des chiffres décimaux exacts. Par exemple, si h est égale 
à 0,1, l’erreur commise sera en général moindre que o,oi ; 
on connaissait la racine avec un chiffre décimal exact , 
on l’a maintenant avec deux chiffres décimaux. De même, 
si h est égal à o,oi, l’erreur commise sera en général moin- 
dre que 0,0001 ; on connaissait la racine avec deux chiffres 
décimaux exacts, on l’a maintenant avec quatre. On peut 
répéter l’opération plusieui-s fois successivement, en se 
servant de la valeur donnée par une première opération 
pour en déduire une valeur plus approchée, etc. 

Nous avons supposé la racine comprise entre x„ et x,-t-A. 
La quantité h est positive ou négative, suivant que la va- 
leur est approchée par défaut ou par excès. 


228 . Cette méthode d’approximation a une signification 
géométrique très-simple. Représentons par deux ordonnées 
AC et BD les valeurs et y, de signes contraires du poly- 
nôme pour X = x„ et X = X, = Xç-fft, et traçons la courbe 
du point C au point D. Cette courbe coupe l’axe OX en un 
point M qu’il s’agit de déterminer. Il est aisé de voir que la 
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méthode de Newton revient à mener la tangente CP au 
point C. 


Eig. I. Ki?. î. 



•'I V 

l> C 


On sait en effet que la tangente à la courbe au point C a 
pour équation 


y— yo=/'W(^— ®o)- 


Si l’on fait y = o pour avoir le point P où la tangente coupe 
l’axe OX, on en déduit 


X — 


yp _ A^o) 
/'(^o) fVoY 


229. L’emploi de la méthode de Newton exige quelques 
précautions particulières. Nous avons supposé que l’in- 
tervalle de x„ à x^ ne comprend qu’une racine du poly- 
nôme f{x); nous supposerons, en outre, que la seconde 
dérivée ne change pas de signe dans cet intervalle. L’arc 
de courbe CMD est convexe, et le signe de la seconde dérivée 
indique de quel côté cet arc tourne sa concavité ; la conca- 
vité est tournée vers le haut ou vers le bas, suivant que 
la seconde dérivée esf positive ou négative. Afin d’être sûr 
d’approcher davantage de la racine, on mènera la tangente 
en celui des points C et D où f{x) et f"{x) ont le même 
signe. Si l’on mène la tangente en C, on posera a: = x,-fa, 

et l’on aura la formule de correction a = — Si l’on 

TK) 

20 
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mène la tangente en D, on posera a; = x, + a, et l’on àiirâ 

f{^ ) 

a = — f {x) ‘ positive dans le premier 

cas, négative dans le second. 

Pour se convaincre de l’exactitude de cette règle, il suffit 
de tracer la figure dans les diverses dispositions qu’elle peut 
affecter. La figure 1 se rapporte au cas où les quantités {[x^ 
et f"{x^ sont positives ; la figure 2 au cas où elles sont néga^ 
tives, La tangente àu point G étant placée entre la courbe et 
l’ordonnée GA, rencontre l’axe horizontal en un point P situé 
entre A et M ; la quantité a donnée par la formule approchée 
est ici égale à -j- AP ; soit PQ la valeur de l’erreur e estimée 
par excès ; le point M est situé entre les points P et Q , et 
la racine est comprise dans un intervalle PQ beaucoup plus 
petit que le premier intervalle AB. Dans le cas actuel, si 
l’on menait la tangente au point D, cette tangente pourrait 
rencontrer l’axe OX en dehors de l’intervalle AB, et l’on 
s’éloignerait du point M au lieu de s’en rapprocher, 

La figure 3 se rapporte au cas où les quantités f[a;^ et 
f"{x^ sont positives, la figure h au cas où elles sont néga^ 
tives. Là tangente au point D, étant placée entre la courbe 
et l’ordonnée DB, rencontre l’axe en un point P situé entre 
B et M. La quantité a donnée par la formule approchée est 


Fig. 3. 


Fig. 4. 




ici négative et égale à — BP; l’erreur e est aussi négative; 
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en estimant par excès la valeur absolue de l’erreur, on 
comprend la racine dans un intervalle PQ beaucoup plus 
petit que le premier intervalle AB. Si l’on menait la tan- 
gente au point C, cette tangente pourrait rencontrer l’axe 
en dehors de l’intervalle AB. 

L’application de la méthode précédente plusieurs fois 
successivement revient à mener une série de tangentes 



D 

telles que CP, C'P', ... ; les points P, P', . . . où ces tan- 
gentes rencontrent l’axe, se rapprochent très-rapidement 
du point M. 

Exemple*. 

230. Reprenons l’équation 

X* Sar* — \ jx -j- 5 =o, 

dont la plus petite racine positive est comprise entre o,3 
et 0,4 (n® 219). La fonction étant positive pour a: = o,3, 
«nsi que la seconde dérivée, la tourbe a la disposition de 
la figure i . On mènera la tangënte au point 0; ët la rrléthodë 
de Newton donnera la correction approchée pSt défaut 
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a 


fK) >4.93 


O.OlJlC). . . < . 


Évaluons maintenant l’erreur commise, à l’aide de la for- 
mule (6) du n" 227 ; f"{x) a une valeur positive qui croît 
avec X, puisque f"'{x) est positive ; la valeur de f"{x^ 6a) 

est donc plus petite que f"{x^) ou /’"(o,4), et l’on a 


E < 


g* X 8,4 
a X 14,93 


<g‘Xo,3. 


La quantité a étant plus petite que h ou que 0,1, on voit 
de suite que e est moindre que o,oo 3 ; il en résulte que a 
est plus petit que o,oi4 -l-o,oo 3 et par conséquent plus 
petit que 0,017. En mettant cette valeur dans l’expression 
de l’erreur, on a 

£ < o,oi7*Xo, 3 < o,ooni. 


La valeur de a est donc comprise entre o,oi 3 i et 0,01 35 ; 
on prendra a = o,oi 3 a et l’on aura la racine x = o, 3 i 3 a 
à moins d’un dix-millième près. 

La plus grande racine positive est comprise entre 2 ,6 et 
2,7. La fonction étant positive pour x= 2,7 ainsi que la 
seconde dérivée, on mènera la tangente au point D {fig. 3 ) 
et l’on aura 


f(x^) 0,653 

~ A^i) ~ a 1,07 
g*X aa,2 


■ o,o 3 o 99 


E < 


9X 21,07 


< g* X 0,6. 


La valeur absolue de a étant moindre que 0,1, on voit de 
suite que l’erreur e est moindre que 0,006; on en conclut 
que la valeur absolue de a e.st inférieure à o,o 4 . En 'met- 
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tant cette valeur dans l’expression de l’erreur, on a 
6 < 0,04’ X 0,6 < 0,00 1 . 

La valeur absolue de a est donc comprise entre o,o 3 o cl 
o,o 32 ; on prendra a = — o,o 3 i, et l’on aura la racine 
X = 2,669 à moins d’un millième près. 

231 . Nous avons vu (n® 222 ) que l’équation 

X* — 5 x’ — 7.»*+ i 5 x-f- 3 = O 


a sa plus grande racine comprise entre 5,7 et 5 , 8 . Pour 
X = 5,8 la fonction étant positive, ainsi que la seconde 
dérivée, la courbe a la disposition indiquée par la figure 3 ; 
on mènera la tangente au point D et l’on aura la correction 
approchée 


a 


io,6og6 

209,648 


o,o 3 o 6 . 


La dérivée troisième étant positive, f'-{x) va eu croissant 
avec X ; on a donc f" {x^ -f < f" (^,) > et par suite 


e <: g* X 21 5,68 

2X209,648 2X309,648 ® XO,02 


Puisque la valeur absolue de a est moindie que o, 1 , on voit 
que e est moindre que 0,006 ; on en conclut que la valeur 
absolue de a est inférieure à 0,06, En mettant cette valeur 
dans l’expression de l’errem-, on a 


e < 0,06’ X 0,52 < 0,002. 


La valeur absolue de a est comprise entre o,o 5 o et o,o 53 ; 
on prendra a= o,o5‘2, et ou am'a x = 5,748 à moins de 
deux millièmes près. 
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liUerpolalion par parties proportionnelles. 

232. [Vous Rvoos déjà fai^ usage de cette oiéthode poiif 
abréger le calcul des substitutions. Elle consiste à supposer 
que, dans un intervalle assez petit, la variation de la foncr 
tion est sensiblement proportionnelle à celle de la variable. 
Quand x varie de à aj,, la fonction éprouve une varia- 
tion égale à f{x^) — /"(æ„) ; à une variation a;, — x^ = hdQ 
la variable correspond donc une variation f{x^ — A^o) 
de la fonction ; cherchons quelle variation a il faut donner 
à ta variable pour que la fonction éprouve luie variation 
égale à — f{x ^) , et par conséquent devienne nulle; on a la 
proportion 

“ — — 

d’où 

La valeur approchée de la racine sera -j- a ; mais nous 
ne savons pas évaluer l’erreur; il faudra donc faire de 
nouvelles substitutions. Par exemple, si l’on a calculé d’a- 
bord la racine à un dixième près, h étant égal à un dixième, 
on prendra a à un centième et on substituera dans la fonc- 
tion des nombres équidistants de un centième, en montant 
ou en descendant, jusqu’à ce qu’on obtienne deux résultats 
de signes contraires. Quand on aura ainsi trouvé la racine 
avec deux chiffres décimaux exacts, on effectuera une nou- 
velle interpolation ; b étant égal maintenant à un centième, 
on calculera a à un dix-millième; puis on fera de nouvelles 
substitutions pour avoir la racine avec qviatre chiflres dé- 
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pipaiu exacts, et ainsi de suite. Ën général on dpuble à 
chaque opération le nombre des chiffres décimaux. 

233. Ce mode d’interpolation revient à remplacer l’arc 


c 



coupe l’axe OX, on en déduit 


de courbe CMD par la ligne 
droite CD. 

Hn effet, la droite CD a 
pour équation 

Xj Xy 

Si l’on l'ait y — o pour avoir 
le point R où cette droite 


" ' yi— ÿo 

Lorsque la seconde dérivée conserve le môme signe de 
j 5 „ à l’arc de courbe CMD étant convexe, il est évident 
que le point M, où la com'be coupe l’axe, est compris entre 
les points P et R; la vraie valeur de la racine est donc 
comprise entre les deux valeurs approchées fournies par la 
méthode de Newton et par la méthode d’interpolation. L’em- 
ploi simultané des deux méthodes dispensera donc de l’é- 
valuation de l’erreur, et l’on saura d’une manière précise 
sur quejle approximation on peut compter. 

Reprenons, par exemple, l’équation (n° 231) 

x‘ — 5x’ — 7 x’ -j- 1 5x -f 5 = O 

qui a une racine comprise entre 5,7 et 5,8. La courbe 
ayant la forme indiquée par la Aguro 3, la méthode de 
Newton donne un résultat trop fort, et l’on a 


X < 5,8 — o,o5o6 = 5 , 7494 . 
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L’interpolation donne au contraire un résultat trop faible, 



GHAPIRE VIII. 

• RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES. 

254. On ne peut pas appliquer le théorème de Sturm aux 
équations transcendantes ; mais on peut leur appliquer le 
théorème de Rolle, pourvu que la fonction et ses dérivées 
restent finies et continues ; on effectuera par ce moyen la sé- 
paration des racines en dirigeant convenablement les sub- 
stitutions; Une fois les racines séparées et obtenues avec 
une certaine approximation, on les calculera avec un plus 
grand nombre de chiffres décimaux par la méthode de New- 
ton. Supposons qu’une racine, et une seule, soit comprise 
entre et -(- 4 ; on posera aj = æ, -j- a, et l’on aura, 
d’après la formule de Taylor, 

O = /"(^o + «) = /‘W + ^ + ®»), 

d’où 
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Si Ton prend la valeur approchée 



Ferreui’ commise aura poui- expression 

_ + ea)- 

»r(«o) 

Le calcul est le même que pour les équations algébiiques. 
235. Exemple I. Soit Téquation 

10 *= 25 yx, 

Si Ton prend les logarithmes vulgaires des deux mem- 
bres, cette équation devient 

f(x) = æ — (log X + iog aS7) = a? — (log x + 2,40933 1 2) = o. 

Substituons d’abord à la variable x les nombres entiers 0, 
1,2,3, ..., en nous bornant à reconnaître le signe de f{x) 
sans faire de calcul. Pour a?=o, loga; = — donc, 
f[x) = Pour a; = 1, log 1 = o, f{i) < o. Ainsi, y 
a une première racine comprise entre o et 1. Pour a; = 2, 
la parenthèse étant supérieure à 2, on aura encore évidem- 
ment f{2) < 0. Si Ton ajoute le logarithme de 3, qui est 
0,477, nombre constant 2,409, on voit de suite que Ton 
aura un résultat plus petit que 5; donc /*(3) > 0. Ainsi, il 
y a une seconde racine entre 2 et 3. L’équation proposée 

n’a pas d’autre racine réelle ; car la dérivée f'{x) = 1 — ^ 

n’a qu’une racine a; = M. (M désigne ici le module des 
logarithmes vulgaires.) 

Proposons-nous de calculer la racine comprise entre 2 
et 3, d’abord à un dixième. On substituera à x les valeurs 
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successives 2,1: 2,2; M^is on peut (Jiaûiiner bean-r 
coup le nombre des substitutions. Le logarithme de 2 , 1 est 
ajouté à 2,409, il donne 2 ,y 5 : il en résulte que 
iC = 2,7 donnera encore un résultat négatif. Il suflit de lire 
les deux premiers chiflres des logarithmes de 2,8 et de 2,9 
pour voir que a: = 2,8 donnera un résultat négatif, 2,9 un 
résultat positif. Ainsi, la racine est comprise entre 2,8 et 2,9. 

Cherchons-la maintenant à un centième. Le logaiûthme 
de 2,81 ajouté à 2,409 donne 2,85-, il en résulte que 2,85 
donnera encore un résultat négatif. Essayons 2,86; le lo- 
garithme de 2,86 ajouté à 2,409 donne 2,866; le résultat 
est négatif. Le logarithme de 2,87 ajouté à 2,409 donne 
2,867; résultat est positif. Ainsi la racine est comprise 
entre 2,86 et 2,87. 

Calculons-la à un millième. Le logarithme de 2,861 
ajouté à 2,4099 donne 2,866 : on en conclut que 2,866 donne 
encore un résultat négatif. On essayera 2,867 et 2,868; le 
premier donne un résultat négatif, le second un résultat 
positif. Ainsi, la racine est comprise entre 2,867 2,868. 

Le logarithme de 9,8671 ajouté à 2,40993 donne 
9,86737; on en conclut que la racine est plus grande que 
9,8673. En remplaçant dans le premier membre de l’équa- 
tion X successivement par 2,8674 et 2,8676, on obtient 
deux résultats de signes contraires, — 0,0000214 et 
-j- o,oooo 635 . Ainsi, la racine est coinprise entre 9,8674 et 
2,8675. 

On fera ensuite une interpolation par parties propor- 
tionnelles. Quand on passe d’une valeur à l’autre, la va- 
riation de la fonction est 0,0000849 > ^ 



ai4 

849 


= 0,202 
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L^s 4 bux teroios de U fraction étant approchés, à moins 
d’une unité près, l’erreur commise sur le quotient est 

moindre que 0,007; prendra donc ^ = 0,20 et 

x= 2,867425. On ne peut pas aller plus loin avec les 
tables de Gallet. 

236. Exemple 11. Considérons l’équation 
x‘ — 100, 

qui a été traitée par Euler. Si l’on prend les logarithmes vul- 
gaires, l’équation devient 

f{x) = x\OQX — 2 = 0 , 

et l’on a 

nx) = Iogx'-f-M; n^) = “. 

Quand x varie de 0 à 1 , f(x) reste négative et il n’y a pas 
de racine dans cet intervalle. Substituons les nombres en- 
tiers consécutifs 

a; = 2, log2 = o,3oi, 2log2 = o,()o, f{x)=: — i,4o, 
a; = 5, log3 = o/|77, 31og3=i,43, f{x) = — o, 5 y, 
a; = 4, log4 = 0,602, 4log4=2,4i, /’(a) = -f 0,41. 

La dérivée s’annule pour x — et reste positive pour 

toutes les valeurs de x supérieures à cette valeur ; on en 
conclut que f (x) va en croissant constamment quand x varie 

de ^ à -f- ; cette fonction passe donc une fois et une seule 

fois par zéro. Ainsi, l’équation proposée n’admet qu’une 
racine réelle, et cette racine est comprise entre 3 et 4- 
Afin de diminuer le nombre des substitutions, effectuons 
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rapidement une interpolation par parties proportionnelles 
entre 3 et 4* On a 


Essayons 3 , 5 . 


0^7 


0 , 58 . 


J? = 3,5, loga; = 0,5440^04» = — 0,09576186, 

X = 3,6, loga? = o,5563o25o, f{x) = -f- 0,00268900. 


La racine est comprise entre 3,5 et 3,6 et très -rapprochée 
de ce dernier nombre 

En appliquant la méthode de Newton et partant de la 
limite supérieure (fig. 3 , n® 229 j, on a la correction 


268900 

99059698 


0,0027145. 



On évaluera Terreur par la formule 


e < — 


^ «*Xo,i3 


< 


2 f'(3,6) 2X0,99 


<a*Xo, 07 . 


Puisque a est moindre que 0, 1 en valeur absolue, on voit de 
suite que Terreur est moindre que 0,0007 » conclut que 
la valeur absolue de a est inférieure à 0,0028 0,0007, 

à o,oo 35 . En mettant cette valeur dans l’expression de Ter- 
reur, on a 

e < o,oo35* X 0,07 < 0,00000 1 . 

La valeur a est donc comprise entre — 0,0027145 et 
— 0,0027156; on prendra a = — 0,00271 5 et Ton aura la 
racine a? = 3,597285 avec six décimales exactes. 

237 . Exemple 111 . Soit Téquation 


/“(.z) —X — cos 07 = O, 
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traitc^e aussi par Euler. On a 

f \ x ) — I + sin X , f "{ x ) = cos x . 

Pour a: = O, ona,f{x) = — i ; pour a: = —, on a/'(a:)=-l — . 

L’équation admet une racine dans cet intervalle, et elle n’en 
admet qu’une, puisque la dérivée ne s’annule pas. Au delà 

de — , a: étant plus grand que i, il n’y a plus de racine. 

Il li’y a pas non plus de racine négative. Ainsi l’équation 
proposée n’admet qu’une racine réelle, et elle est comprise 
entre o et i . 

Pour faire les substitutions, nous nous servirons de la 
partie des tables de Gallet qui donne les sinus naturels sui- 
vant la nouvelle division de la circonférence et de la partie 
qui donne les longueurs mêmes de ces arcs. L’arc égal à i 
vaut à peu près 64 degrés modernes. En suivant de l’œil 
les deux tables, en voit que le changement de signe a lieu de 
47 * à 48 ». 


x = 47» = 0 , 738 , cosx = o,74o, f { x ) = — o,ooa, 
x = 48* = 0,754, cosx = 0,729, /'(x) = -j- 0,025. 


La racine est comprise entre 47° et 48“ et très-rapprochée 
du premier de ces nombres. L’interpolation par parties 

proportionnelles donne a = ■— <o,i. Ainsi il est probable 

que la racine est comprise entre 47® et 47°> > • 

Voici le nouveau calcul de substitution : 


x = 4t»= 0,73827 437 

cosx= 0,73963 109 

f { x ) = — o,ooi35 682 


x = 47 *,i= 0,73984507 

C 0 SX= 0,73857302 

f ( x ) = -f 0,00127 2 o5 


. La racine est comprise entre 47» et 47», « • 
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La méthode de Newton (fig. 3 , n” 229 ) donne la cofrectiôn 


a 


0,00127 2o5 
1,67417 349 


0,00075980 


On évaluera l’erreur par la formule 


^ a* XQ, 74 

a X 1 ,67 


<«*Xo,a 3 . 


La valeur absolue de a étant moindre que o,ooa, l’erreur 
est moindre que 0,002’ xo.aS ou que 0,000001; on 
en conclut que la valeur absolue de a est plus petite que 
0,000760 -j- 0,000001 ou que 0,0008. Mettant cette valeur 
dans l’expression de l’erreur, on a 

e < 0,0008* X o,a 3 <o,ooooOol 5 . 


La valeur de a est donc comprise entre — 0,00070 980 el 
— 0,00075996; il en résulte que la valeur de x est elle- 
même comprise entre 0,76908527 et 0,75908511; on 
prendra a: =0,7690852 avec sept décimales exactes. 

238 . Exemple IV. Soit l’équation 

f[x) = x — tang a: = O, 

que l’dn rehcontfe dans là théorie deS vibrations des fcorjfls 
élastiques et aussi dans l’étude des lois de la propagation 
de la chaleur. On a 


f{x) = — tang’x, 


m 


2 tang X 

cos’x 


On voit d’abord que les racines de l’équation sont deux à 
deux égales et de signes contraires. Quand x varie de o à 

J, l’arc étant plus petit que la tangente, la fonction est néga- 
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TC 

tive; de - à :t, la tangente étant négative, la fonction est po- 
sitive ; ainsi il n’y a pas de racine de o à t:. Quand x varie 
3lC 

de Tt à —, la fonction passe d’uns valeur positive à une va- 
leur négative; il y a donc une racine réelle dans cet inter- 
valle, et il n’y en a qu’une, puisque la dérivée ne s’annule 
3it 

pas; de — à si: , la tangente étant négative, la fonction 

reste positive. Si l’on continue à faire croître x, on trouvera 
de même deux racines réelles à chaque tour de circonfé- 
rence, une dans le premier, l’autre dans le troisième qua- 
drant. Ainsi l’équation admet une infinité de racines réelles. 
Proposons-nous de calculer la plus petite racine positive ; 

fx)ur ® = — , la tangente est égale à i et la fonction est 

4 

encore positive; la racine est donc comprise entre ^ 

4 

et-^, c’est-à-dire entre 3, 9 et 5^ Essayons le nombre inter- 

termédiairc l\,h. Posons = pour a; = 4, 5, l’arc a:' 

est égal à i ,3584 et vautà peu près 77° 5o' en degrés anciens. 
On cherchera dans les tables le logarithme de la tatigeüte, 
puis la valeur même de la tangente : 

ar = 4>5> a:' = 77°5o', logtangar' = 0,6665537; 
tangar' = 4)6384, f(^) = — o,i384. 

Le résultat étant négatif, le nombre 4,5 est trop grand. 
Essayons 4,4 = 

ar = 4,4, x'=7a'’6', log tang a;' = 0,4908093, 
tangx' = 3,0960,- /■(x) = -f i,3o4o. 
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Ainsi la racine est comprise entre 4,4 4,5 et très-rap- 

prochée de ce dernier nombre. 

L’interpolation par parties proportionnelles donne la cor- 
rection 0,09. Nous essayerons donc 4,49 • 

x= 4 , 4 g, x'=77”i5'3o", tangx'= 4 , 4 aa 3 , A^)= 4 -o,o 677 
æ=4,5o, x'=77°49'5o", tangx'=4>6372, f { x )= — 0,137a 

La racine est comprise entre 4,49 ®t 4,5o. L’interpolation 
par parties proportionnelles donne a = o,oo33 par défaut; 
on essayera donc 4,4934- 

X= 4 , 4954 > x'=77°27'io" 3, tangx'=4,493aio, /■(x)= -j- 0,000190 
x=4,5935, x'=77'’27'3o" 9, tanga:'= 4 ,49533a, f(x)= — o,ooi 83 a 

La racine est comprise entre 4,4934 et 4,4935 et très-rap- 
prochée du premier de ces nombres. L’interpolation donne 

* _ _ 0 oq/_ Qn aura donc 

h 2022 ^ 

x = 4,4934094. 

2.39. Exemple V. Soit l’équation 
e* — e~‘* = ax, 

que l’on a à résoudre dans le problème de la chaînette, 
c’est-à-dire lorsqu’on cherche la forme d’équilibre d’une 
chaîne pesante. Prenons a = 12,54, on a 

f ( x ) = e -r e' * — 1 a, 54 |x x = 0, 

/■'(x) = e* 4 - e*' — 12,54, 
f'{x) = e* — 

On calculera e* et e" par les formules 

loge* = Mx = 0,43429448a xx, 
loge* = — loge*. 
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L’équation est vérifiée pour a; = o ; mais elle admet en outre 
une racine positive que nous nous prop'osons de déterminer. 
La valeur x = i donne évidemment un résultat négatif, et 
de même a: = 2. Substituons les nombres suivants : 


x = .^, e*= 20 , f[x) = — iy, 
a; = 4, e^ = 55, f{x) = -\-5. 

La racine est comprise entre 3 et 4. L’interpolation donne 
a = 0,8. Essayons 3,8 : 


x = 3 , 8 , e* = 44,701a, e** = o,oaa 4 , f[x) — — 2,973a, 
ar = 3,9, e*=i 49,1025, <* '= 0,020a, /'(a:) = + 0,4763. 

La racine est comprise entre 3,8 et 3,9. 

" La méthode d’approximation de Newton donne 


0,4763 

30,8827 


0,01291 


La fonction suit la marche indiquée par la figure 3 du 
n° 229 , et l’on a 


/•'( 3 , 9 ) 


<«’Xo,7. 


La quantité a étant moindre que o, 1 , l’erreur e est moindre 
que 0,007 ; on en conclut que la valeur de a est plus petite 
que 0,01 3 + 0,007 0*^ 0,02. D’après cela, on a 


e < 0,02’ X 0,7 = 0,00028. 


Il en résulte que la valeur de a est comprise entre — 0,01291 
et — 0,01 320 . On prendra a = — 0,01 3 et l’on aura 
X = 3,885 avec trois décimales exactes. 


240 . Exemple VI. La détermination du mouvement d’une 
planète ou d’une comète autour du soleil se ramène à la 

21 
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résolution de l’équation , - 

♦ t 

U — esinw=:s, 

dans laquelle la lettre s désigne un angle donné, u un angle 
cherché, e l’excentricité de l’orbite divisée par sin i”. 

Quand on obtient cette équation, Ç et u désignent des 
longueurs d’arc, e l’excentricité; on la transforme en 
changeant les arcs en angles. Soit x le nombre qui mesure 
la longueur d’un arc, le rayon étant pris pour unité ; on 
sait que, dans la construction des tables trigonométriques, 

la longueur de l’arc d’une seconde a été prise pour le sinus 

» 

de l’angle d’une seconde; le quotient x' = exprimera 

donc combien l’angle qui correspond à l’arc x contient 
de fois l’angle d’une seconde. Ainsi, pour transformer 
un arc en angle, l’angle de i'' étant pris pour unité, il suffit 
de le diviser par sin i". Si donc on divise par sin \ ” tous 
les termes de l’équation u — c sinu = on obtient l’équa- 

tion u' T^r, sinw' = 

sin 1 

Quand il s’agit des planètes dont les orbites ont, en 
général, des excentricités très-petites, on peut résoudre 

» 

l’équation par la méthode des approximations successives. 
Écrivons, en effet, l’équation sous la forme 

Ç -P ^sinw. 

En négligeant le second terme du second membre, on a 
une première valeur approchée == Ç. Substituant cette 
valeur dans le second membre, on a une seconde valeur 
u^ ='Ç-f-esinî^ plus rapprochée que la première. Substi- 
tuant cette seconde valem* approchée dans le second mem- 
bre, on a une troisième valeur encore plus approchée 
== -f- «sinwp et ainsi de suite. 
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Prenons s = 6y.“a8'54",6 et l’excentricité 0.01679226(16 
l'orbite ten'estre. On cherche d’aborci 


loge = 


10^0,01679226 
logsiri 1" 


5,539534.), 


qui servira dans tout le cours du calcul. Calculons par loga- 
rithmes la première correction e sin : 


loge = 3,53g5543 
log sin 5 = 7,9478572 

3,4873915 

e sin 5 = o°5 l’i i ",8 ; «, = 63°2o'6",4- 
Calculons de même la seconde correction esinw, — esinïj ; 


log « = 5,5395543 
’ log sin U, = 1,951 1658 

log o°5i'35",3... = 3,4907001 
e sin U, — e sin 5 = 25",6; = 63°2o'29",9. 

Calculons ensuite la troisième correction esin u, — csiuu, : 

log e = 3,5395343 
log sin K, = I ,g5 1 1 906 

logo°5i'35",5; ...=3,4907249 
esin «, — e sin «, = o",2 ; a, = 63 " 2 o' 3 o", i . 

On voit que les corrections deviennent de plus en plus 
petites ; la correction suivante n’aurait pas d’influence sur 
les dixièmes de seconde. Le calcul se fait très-rapidement, 
parce qu’on se sert toujours de la même partie des tables. 


D^ilized by Google 



32â 


LIVRE VJ, CHAP. IX. 


Exercices. 


1° Paitager un demi-cercle en deux parties équivalentes 
par une droite parallèle au diamètre. 

2® Calculer les racines réelles des équations 


(1) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 1— x + 


(4 — ’5x^) sin X — (\x cos x 
(e* e"®)cos57 — 2 = 0, 

(e* -f- e"*)cos a? + 2 = O, 


O, 




x"' 


\ + 


x^ 


(1.2)* (1.2.5)* (1. 2.3.4)' 


= O 


(5) I - 


X 

1 


x^ 


- ''' 5.2’ 




+ 


x^ 


4(2.3)* ' 5(2.3.4)* 


= 0. 


'A 

On rencontre Téquation (1) dans l’étude des vibrations 
d’une sphère élastique, les équations (2) et (3) dans la 
théorie des vibrations des verges élastiques, l’équation (4), 
dont le premier membre est une série convergente, dans 
l’étude de la proportion de la chaleur dans un cylindre, l’é- 
quation (5) dans l’étude des vibrations d’une metnbrane 
élastique. 


CHAPITRE IX. 

i 


DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES 
EN FRACTIONS SIMPLES. 


241. On appelle fraction rationnelle une fraction algé- 
brique dont les deux termes sont des polynômes entiers 

d’une même lettre x. Soit 


fi^) 


une fraction de cette forme. 
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Nous pouvons toujours supposer cette fraction irréductible; 
car, si les deux polynômes avaient des facteurs binômes 
communs, on les supprimerait. Lorsque le numérateur est 
d’un degré plus élevé que le dénominateur, on effectue la 
division en ordonnant par rapport aux puissances décrois- 
santes de X, ce qui donne un quotient entier et une frac- 
tion ayant son numérateur d’un degré moins élevé que le 
dénominateur. Laissant de côté cette partie entière, nous 

Ffxi 

avons à considérer une fraction irréductible -zt-t i dont le 

numérateiu- est d’un degré moins élevé que le dénomina- 
teur. Nous désignerons par m le degré du dénominateur, 
le numérateur étant au plus du degré m — i. 

Cas des racines inégales. 


242. Supposons d’abord que l’équation f{x) = o n’ait 
pas de racines égales. J’appelle a, b, c, h, k les m ra- 

cines de cette équation, et je pose 

f{x) = (x — a)f^{x). 


Je remplace x par a-1- (x — a), et, regardant x — a comme 
un accroissement, je développe les deux polynômes F(x) 
et f^{x) suivant les puissances croissantes de x — a. 


F(x) = P(a -f X — a) = F(a) -f F'(o) 
/■. (a?) =f,{a + x — a)= f,(a) -|- f^'(a) 


X — a 


+ 


+ 


Je divise le premier polynôme par le second, en ordonnant 
le quotient par rapport aux puissances croissantes de x — a; 

le premier terme du quotient est ; j’appelle A ce pre- 

ftW 
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mier terme; en multipliant le diviseur par A, et retranchant 
le produit du dividende, on a un reste qui ne contient plus 
de terme constant; si l’on met x — a en facteur commun, 
ce reste peut être représenté par {x — o)F,(a;). Du divi- 
dende, qui est au plus du degré m — i , on retranche le 
produit A/',(x) qui est du degré m — i, et l’on met x — a 
en facteur, le polynôme F, {x) est donc au plus du degré 
m — 2 . J’arrête la division à ce premier terme; le divi- 
dende étant égal au produit du diviseur par le quotient, 
plus le reste, on a 

(1) F(x) = A/;(a;)-|-(x — rt)F,(ar). 


En divisant les deux membres par ^(.r) ou par {x — a)f^{x),^ 
il vient 

F(a?) _ A F^) 
f{x) .v—a~^f,ixY 


\insi la fraction proposée est égale à. une première frac- 

tion simple , plus une fraction rationnelle de 

X a f^[x) 

même forme que la première, niais d’un degré moins 
élevé ; le dénominateur f, (.r) est en effet du degré m — i , 
le numérateur F,(a>) au plus du- degré m — a. Cette nou- 
velle fraction est d’ailleurs irréductible comme la proposée; 
car si les deux termes avaient un facteur binôme commun, 
ce ne pourrait être que l’un des facteui-s de par 

exemple x — b; ce facteur, divisant les deux parties qui 
composent le second membre de l’égalité (1), diviserait 
leur somme F(a:), ce qui est impossible, puisqu’on a sup- 
posé qu’aucun des facteurs de f(x) ne divise F(a;). 

Les mêmes raisonnements s’appliquent à la fraction 
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Si l’on pose (x) = (.r — b) /’,(x) , on aura 


F.(^) _ B F,(.l-) 
f,(x) x-b~^ U[x)' 


F Ix) 

la nouvelle fraction ' est aussi irréductible, son dé- 

fM) 

nominateur du degré tn — 2 , son numérateur au plus du 
degré m — 3. 

De même 


F.(x)^ C F,(x)_ 
f‘,(x) T— 


en continuant de cette manière, on arrivera enûo à une 
fraction du premier degré 


F„_,(x) ^ R 
^ b 

Si l’on ajoute toutes ces égalités, les fractions intermédiaires 
disparaissent, et l’on a 

4 . _Ë_ 4 . 4 --L. 

fix) X — a X — b ‘ ’ T — k' 

Ainsi la fraction rationnelle est décotnposable en une 
somme de fractions simples, ayant respectivement pour déno- 
minateurs les facteurs simples qui composent le dénominateur 
de la fraction proposée et pour numérateurs des constantes, 

2A3. Je dis maintenant que la fiaction proposée n’est 
décomposable qu’en un setil système de fractions simples. 
On démontre, en effet, que deux systèmes de fractions 
simples 


Digitized by Google 



328 


UVBE VI, CHAP. JX. 




+ 


K 


x — k' 


A' 


r “t" 


B' 


r' + 


+ 


K' 

X — A” 


égaux pour toutes les valeurs de a:, sont identiques. Multi- 
plions par X — a, il vient 


] 



Donnons maintenant à x la valeur particulière a ; le pre- 
mier membre se réduit à A ; si aucun des dénominateurs 
des fractions du second système n’était égal à x — a, le 
second membre s’évanouirait quand on fait x = o ; il faut 
donc que l’un de ces dénominateurs soit égal à x — a. 
Supposons, par exemple, a' = a; alors on a 

A+(x-«)r-i^ + — -I- 1 

Lx — O X — c J 

= A' + (x-a)[^,-f ], 


et si l’on fait x = a, on en déduit A'= A. Ainsi la fraction 

A 

du premier système fait paitie du second. Suppri- 

mons ces deux fractions égales, il reste deux systèmes 
égaux 




B' G' 

— 1 1 - 

X — b ' X —cf' 


On démontrerait de même que la fraction ^ du pre- 
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mier appartient au second, et ainsi de suite. Alors les deux 
systèmes sont identiques. 

244. Calcul des numérateurs. Nous avons trouvé 


A = 


FH 

fMÏ 


Le premier numérateur A est la valeur de la traction 

F(x) 

m) 

quand on y fmt x = a. 

De même le second numérateur B est la valeur de la 
fraction 


m 


quand on y fmt x = b, etc. 

On peut aussi calculer ces constantes au moyen de la 
dérivée de la fonction f{x). En etfet, nous avons posé 

f(x) — (x—a)f^(x); 

si l’on prend les dérivées des deux membres, il vient 
r(x)=ax]+{x-a)r:[x), 
et, en faisant x = a. 

On en déduit 


On aura de même 


a-!M 

~ n«y 




m’ 


rv) ’ ■ 
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Ainsi les numérateurs des fractions simples sont les diverses 

¥(\) 

valeurs, que prend la fraction quand on y remplace 


successivement x par chacune des racines a, b. ..... k de 
l’équation f(x) = o. 


Exemples. 

1* Soit à décomposer la fraction 


F(x) 2o;’ + 5a:* — 6 

f(x) — X* — aa;' 

En résolvant l’équation 

X* 4- ax’ — x’ — 2 x=o, 


on obtient les quatre racines simples o, i, — i, — a. Ainsi 
la fraction rationnelle se décomposera en quatre fractions 
simples de la forme 

o. ^ J. 

” X X — 1 x-|- I x^-a’ 


F(x) 

7^] 


Pour calculer les numérateurs, nous nous servirons de la 
dérivée 


ce qui donne 


/■'(x) =; 4x* 4“ 6x* — ax — a, 


f[o) —a 


B = 


FjO_ . 

no 6’ 


I) — — a _ « 

A- a) -6 S 
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Nous avons donc 


2 X* 5x* — 6 3 

X* -|- ax* — X* — ax X 



3 i 



3 

X a’ 


2° Soit à décomposer la fraction 

x*+i 

(x-|- i)(x — i)(x — a)(x— 3 )' 

La fraction proposée se décomposera de la manière sui- 
vante 


x’-j-i 

(x4-i}(x’ — i)(x — a)(x — 3) x+i X — I X— a x— 3 ' 

On peut déterminer les constantes immédiatement et sans 
l’aide d’aucune formule par la méthode des coefjieientt in- 
déterminés. Si l’on multiplie par le dénominateur, l’égalité 
précédente devient 

x’+ I = A(x — i)(x — a)(x — 3)-}-B(x-|- 1 ) (x — a)(x — 3) 
-j-C(x-l- i)(x — i)(x — 3)-l-D(x-|- i)(x — i)(x — 2 ). 

Cette égalité doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de x. 
Donnons à x successivement la valeur de chacune des ra- 
cines — 1 , 1 , 2 ,. 5, tous les termes du second membre s’éva- 
nouissent, excepté un, et l’on a les relations 

2 = — a = 5= — 3C, io = 8D; 

d’où l’on déduit les valeurs des constantes 
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Cas des racines égales, 

2 A 5 . Supposons que a soit une racine de Téquation 
f{x)=o d*un ordre n de multiplicité. Nous poserons 

f{x] = {x—,aYfJx), 

et après avoir développé comme précédemment les deux 
polynômes F (a;) et f^{x) suivant les puissances croissantes, 
de a; — a, 

F(x) = F(« +ic-a) =F(a) + F'(a) ^ + , 

/'i(*)=/‘.(«+2^— +/;(«) ^-7-^ + 

nous effectuerons la division du premier par le second, 
ordonnant le quotient suivant les puissances croissantes de 
X — a et poussant l’opération jusqu’au terme du degré n — 1 ; 
représentons ce quotient par 

Ao + A, (a: — a) + A,(a: — «)* + + 

le reste de la division contenant à tous ses termes le facteur 
{x — ay peut être mis sous la forme {x — a)"Fj(a?). On a 
ainsi 

F(a;)=[A„+A,(a:-a) + A^,(a;— a)— y,(x)+ (x— a)“F,(x). 

Le diviseur étant du degré m — n, et le quotient du degré 
n — 1, le produit du diviseur par le quotient est du degré 
ni — 1 , et comme le dividende est au plus du degré m — 1 , 
la différence ou le reste de la division sera au plus du 
degré m — 1; puisqu’on a mis {x — a)^ en facteur, il en 
résulte que le polynôme Fj(a?) est au plus du degré 
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m — n — 1 . Il est évident, d’ailleurs, que les deux polynômes 
f^{x) et F,(x) sont premiers entre eux; car s’ils avaient 
un facteur commun, ce facteur diviserait f (x) et F (æ) , ce 
qui est contraire à l’hypothèse. Divisons maintenant par 
f{x) ou par (x — a)"f, {x) les deux membres de l’égalité pré- 
cédente, il vient 

F(a;) _ A, A, , F,(j;) 

f(x) (x — a)“ ' (x — a)"'* X — a"* 


Ainsi le facteur multiple (x — a)* donne lieu à une série 
de n fractions simples, et nous avons encore à décomposer 

la fraction irréductible dont le dénominateur est du 

Aw 

degré m — n, le numérateur au plus du degré m — n — i . 

Supposons que l’équation f{x)=o contienne une seconde 
racine b d’un degré p de multiplicité; nous poserons 
f^[x) = {x — by f^{x), et nous aurons de même 


F.W - Bq , «1 I , B,-. I W 

fiix) {x — bf (x — by-' X — é /,(x) ■ 

S’il y a une troisième racine c d’ordre g, on aura encore 


F|(^) 1^0 I |_ I ^9-1 I F3(x) 

AW ~~ [x — cY ’’’ (X — c)»-‘ X — c /•,{x)' 


S’il n’y a pas d’autre racine multiple, le polynôme /',(x) 
ne contenant plus que des facteurs simples, on aura, d’après 
ce qui a été dit plus haut, 

= • +_ü_ 

/■,(x) X — d'x — X — k' 

En ajoutant toutes ces égalités, on trouve enfin 


Digitized by Google 



334 


LIVRE VI, CHAP. IX. 


' ' = ” + ’ 4- . . 

f(x) (x — o)" (x — a)"'* 

I B-) [ B, 

. .. -F 

X — a 

. B.-. 

‘ [x — bf ' (x — ô)"-* ' ■ ■ ' 

X — b 

+ “. + 



A chaque racine multiple correspond un groupe de frac- 
tions simples. La première fraction de chaque groupe existe 
nécessairement, mais les autres peuvent manquer; en 
effet, quand on effectue la division des polynômes F(x) et 
/■, (x) ordonnés comme nous l’avons dit, les premiers termes 
F(a) et f^{a) ne sont pas nuis, et par conséquent le pre- 
mier terme = du quotient n’est ni nul ni infini; 

A(a) 

mais, parmi les termes suivants, quelques-uns peuvent avoir 
des coefficients nuis. 


246. .le dis maintenant que la fraction proposée n’est 
décomposabte qu’en un seul système de fractions simples. 
Soient 


+ 


A. 


(x — a)" (x — a 


,rî + + 




B. 


A'„ 


A’, 


(x — a')"’ (x — a')"'"’ 


(x — 6)’’ (.T — b)'^' 

B'o I P'i 

(x — b'Y' ‘ (x — b'Y'~' 


deux systèmes égaux entre eux, quelle f(ue soit la valeur 
de X. Multiplions les deux expressions par (x— a)" et fai- 
sons x = a; la première se réduit à A„; si aucune des frac- 
tions du second système n’avait pour dénominateur une 
puissance de x — a, le second membre s’évanouirait quand 
on fait X = a ; il faut donc que certaines fractions du second 
système aient pour dénominateurs des puissances de x- a. 
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Soit a' = a; je dis que n' = n; car si les deux exposants 
différaient, si, par exemple, n était plus grand que n', en 
multipliant par {x — a)”, on verrait que pour a? = a le pre- 
mier membre se réunirait à , tandis que le second s* éva- 
nouirait; on a donc aussi n'=n. Mais alors l’égalité devient, 
après la multiplication par (x — a)", 

A„ + A,(a; ^ a) + + (x - + • 

= A'„-f A’,{x — «)-|- + (x — [(x — I’ 

» 

si Ton fait x — a, on en déduit A^j=A'^. Ainsi la première 
fraction du premier système se retrouve dans le second. En 
supprimant ces deux fractions égales et recommençant le 
môme raisonnement, on verrait que la seconde s’y trouve 
également, et ainsi de suite. Donc les deux systèmes sont 
identiques. 



Exemple. 

\ 

Soit à décomposer la fraction rationnelle 

F (x) L\x ^ — + 2 

f{x) a?* X® — ‘ Jî* * 

Le dénominateur 

f{x] =x’(x — l)’(x + l) 

contenant un facteur triple, un facteur double et un facteur 
simple, la fraction proposée se développera en fractions 
simples de la forme suivante 


f{x) 


= T + -J + 

X- 


^ _| 1 Ëî 1 Ë . 

X (a: — i)* ' a? 1 ^ .r -f- 1 


X 
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Calculons les trois constantes qui se rapportent au fac- 
teur triple X, Nous ordonnons par rapport aux puissances 
croissantes de a?, 

F (a?) = 2 — 5 a: -[■ 4 ^^^ ‘ 

f^[x)^[x— i)*(a: + i)= 1 — X — a?* 4 -a:% 

et nous effectuons la division jusqu'à ce que nous arrivions 
au terme du second degré, en remarquant que dans ce 
calcul il est inutile d'écrire les termes d'un degré supérieur 
au second, ce qui abrège l’opération , 

2 — 5a; 1 — X — x' 

— 3 a? + 2 a;* 2 — 3 a? — a?*. 

— a?* 

Puisque le quotient a été représenté par A^a? + Aj,a5% 
on a 

Aq = 2, Aj = — 3 , Aj^— 1. 

Calculons maintenant les coefficients qui se rapportent 
au facteur double x — i . On peut supposer que l'on com- 
mence la décomposition par ce facteur. Nous développerons 
jusqu'au premier degré, en négligeant les termes suivants, 

F(a?)=F(i-|-ic — — *)+ =i-}- 7 (a? — 1)+ 

/;(a;)=a;»(a;+ 1 )==o;^+æ’»==^{ 1 )+/;'( 1 )(a;-- 1 )+. ^ 

et nous effectuerons la division 


' + 7(^—0 


2 -f 7(a?~ 1) 


2 24 


Ce quotient a été représenté par — 1 ); on a 

donc 
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Quant au cofficient G qui se rapporte au facteur simple 
(o:+ i), on l’obtient par la règle ordinaire 


n_ F(-») _ 5 _ 5 

r(-i )~-4 4 ‘ 

On a ainsi 


— 5x+a 2 

X* — X* — x* + x® x’ 


X* 


1 


1 

X 


a 


(x— i)' 



3 

4 

x+i ' ■ 


On peut employer aussi la méthode des coefficients indé- 
terminés. On a posé 

4x» — 5x-fa _Aq ■ Al A, B, B, C 
X* — x’ — x*-l-x’ x’ x’ X (x — l)’~^X — 1 ' X-j-l" 


Si l’on chasse les dénominateurs, cette égalité devient 
4x' — 5x-|- 3 = (A(, -j- A,x+ A,x’)(x — i)*(x -|- 1 ) 


-f[B„ + B,(x- 

- i)]x*(x-j- i)-l-Cx''(x — i)’. 

En donnant successivement à x les valeurs o, i , — i , 

on a 


a = A„, 

ï=2B„, 3 =— 4C, 

d’où 

. « 3 

A„ = a, 

B„=-, C = --. 
a 4 


Prenons les dérivées des deux membres de l’égalité précé- 
dente, ce qui donne 


isx’— 5=(A,-|-3 A,x)(x— i)’(x-fi)-|-(Aj-l-A,x-j-A,x*)[a(x— i)(x-f tH-(x— ij’i 
+ B,x»(x-H 1 )4-[B„-f B, (X- 1 )] [3x*(x-t - 1 )-^x»] 

• -f5Cx*(x — i)*-t-aCx*(x — i), 

2 i 
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et dans cette dernière égalité, faisons æ — oetx—i, nous 

aurons 

— 5 = A, — Aqj 

d’où 



Il ne reste plus que la constante A, à déterminer; pour 
cela nous prendrons encore une fois la dérivée et nous y 
ferons x=o. Il suffit d’écrire les termes qui ne contiennent 
pas le facteur x , 

a4r=aA,(a;— i)*(x+ 0 + 2 A,[a(x— i)(x »)’] 

+ A„[i(x + i) + 4(x — i)] + 

Si l’on fait x = o, il vient 

O = aAj — aA, — aA^, 

d’où 

A, = -.. 

Cas des racines imaginaires. 

F(x) 

'247. La décomposition de la fraction rationnelle 

est vraie d’une manière générale, quelles que soient les 
racines de l’équation f{x) — o, réelles ou imaginaires. Sup- 
posons que les deux polynômes qui composent la fraction 
proposée aient tous leurs coefficients réels ; dans ce cas, si 
l’équation admet une racine imaginaire simple a-f-PL elle 
admettra la racine conjuguée a — pi. A ces deux racines 
correspondent dans le développement des fractions simples 
de la forme 

A-f Bt' A — B» 

X — « — pi’ X — O pi’ 
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les numérateurs de ces deux fractions sont des quantités 
imaginaires conjuguées ; car la seconde se déduit évidem- 
ment de la première par le changement du signe de i. Si l’on 
veut éviter les imaginaires dans la décomposition , ii suffit 
d’ajouter ces deux fractiims simples, ce qui donne 

A + Bî — Bi a4(a; — a) — aBP 

X — a — pi' + X— «-f pt (x— 

Ainsi, à un couple de radnes simples imaginaires conju- 
guées correspond une fraction réelle de la forme 

Mx + N 
x' + px + q’ 

ayant sou dénominateur du second degré et son nuinéra- 
teur du piemier degré. 

248. Nous avons supposé dans ce qui précède que les 
racines imaginaires conjuguées sont simples; supposons 
maintenant qu’ elles soient d’un degré n de multiplicité, et, 
pour abrégei-, représentons par x‘-\-px-\-q le produit 
(x — a)* -f P* des deux facteurs binômes du premier degré. 
Nous allons démontrer que la partie qui, dans le dévelop- 
pement, correspond à ces deux racines imaginaires conju- 
guées d’ordre n, peut être ramenée à une somme de n frac- 
tions de la forme 

M,x+Nq , M,x-fN, M,_iX -f N,_i 

(x* -f- px -f- q)" (x* -f- px -j- ÿ)""* ' x*-|-px-f-ÿ * 

dont les numérateurs sont réels et du premier degré. 

Posons f{x)={x*-\-px-\-q)'‘f^{x). On peut disposer des 
deux constantes M„ et N„ de manière que le polynôme 

P(-ï) — 
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soit divisible par x’ + p* + ?• U suffit pour cela que ce po- 
lynôme s’annule pour x = a -f- et pour x = a — ^i; si nous 
remplaçons x par chacune de ces deux valeurs et si nous 
appelons A±Bt et C±Di les valeurs correspondantes des 
fonctions F(x) et ff{x), nous obtiendrons les deux relations 

(A -h Bt) - [M,(a + p«-) + N„] (C -h D.-) = O, 

( A _ B.) - [M,(« - pi) N„] (C - Di) - O. 

On en déduit, en égalant séparément à zéro la partie réelle 
et la partie imaginaire , 

(pD-aC)M„-CN„=-A, 

(pC-l-i.D)M. + DN„ = B. 

Ces équations entre M„ et N„ sont du premier degré ; le 
dénominateur commun des inconnues ^(G’-|- D’) n’est pas 
nul ; car si P était nulle, les racines ne seraient pas imagi- 
naires; si C’-|-D* était nulle, le polynôme f^{x) contien- 
drait encore le facteur x*-(-pa? + ?- On trouve ainsi pour 
M, et Nj des valeurs réelles finies et déterminées. 

Le polynôme (2) devenant de cette manière divisible par 
x*-\-px-\-q, si l’on appelle ^ le quotient entier, on aura 

F(x) — (M„x -I- N,)/;(x) = (x* -f -i- ÿ)f (x), 

d’où l’on déduit 

F(x)^ M„x-fN, cp(x) 

/■(x) (x* -I- px -f g)" (x* -f-px + qf-'U{x)' 

On aurtdt de même 

<p(x) _ M,x-fN, <f{x) 

(x*-f-px-|-ÿ)->/;(x) (x’-f-px-j-î)"-' (x’-hpx-j-ÿ)"- Y,(x) * 

et mnsi de suite. 
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Exemples. 


1° Décomposer la fraction 

F(x) _ _ x» + 5 

f{x) + + + 

On a deux racines réelles o et — i et deux racines imagi- 
naires -f- i et — t. Si l’on ne veut pas de quantités imaginaires 
dans le développement on écrira . 

F(x)_A B Cx-f-D 
f(x) X~^X-)-I x’-f-l' 

Pour calculer les numérateurs, on emploiera de préférence 
dans ce cas la méthode des coelficients indéterminés. Si l’on 
multiplie par f{x ) , l’égalité précédente devient 

X* 5 = A(x -1- i) (x‘ -f- 1 ) 4- Bx(x* + i) -f (Cx -1- D)x(x + »)• 

Si l’on y fait successivement a:=o et j:= — i, on trouve 

A = 5, B = — 2. 


Il reste à déterminer les deux constantes G et D qui cor- 
respondent aux racines imaginaires. On égalera les coeffi- 
cients de x’ et de x* dans les deux membres de l’égalité, ce 
qui donne les relations 

i = A-f B-l-C; 

O = A-j-C-|-D^ 

d’où l’on déduit 


Ainsi 


C = — 2, D = — 3. 


x’-j-5 5 3 3X-f-3 

x*4--r’4-a:’-}-x X x-|-i x*-|-i’ 
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2® Décomposer la fraction 

1 

x(x*-t- i)*’ 

On a une racine simple o et denx racines imaginaires 
conjuguées doubles ±;t, fraction se décomposera donc 
sous la forme suivante 

1 _A Bx-fC B'x+C' 
x(x* -fl)* X {x* -f l)* ‘ X* -f I ' 

Si l’on chasse les dénominateurs, on a l’égalité 

1 = A(x* -f i)’ + (Bx + C)x -f (B'x + C')x(x’ -f i). 

Faisaht x = o, il tient A ss i . Égalant ensnite dans les deux 
membres les coefficients des mêmes puissances de x, on 
obtient les relations 

A-fB' = o, G' = o, aA-fB-fB' = o, G-fC' = o; 
d’où l’on déduit 

B' = — I, C' = o, B=-i, G — O. 

On a ainsi 

1 1 X X 

x(x* -f l)’ X (x’-fl)’ X*-fl‘ 
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Note A. — Fortmtle générale pour la résolution 
des équations du premier degré. 


249. Soient n lettres a, b, e, h. Considérons l’ex- 

pression 

aùc àx(b — a)x(c — a)(c — é)x(rf — a)(d — 6)(d — c)X 

X (4 — a) (A —6) (à — g). 


On a mis d’abord le produit des n quantités, et, pour forma’ 
les facteurs binômes, on a écrit à la suite de chaque lettre 
successivement chacune des lettres précédentes. Le nombre 
des facteurs binômes est égal au nombre des combÎDaisone 

des n lettres deux à deux, c’est-à-dire à le fac- 

2 

teur abe h étant du degré n, le degré de chacun des 

termes du produit est ^ -- — ~ -f «, ou ■ ■■ ■ ^ Le po- 
lynôme ainsi formé jouit de propriétés remarquables que 
nous allons démontrer. 

Nous remarquons d’abord que, si l’on permute deux 
lettres quelconques dans le polynôme, on reproduit le 
même polynôme avec des signes contraires. Permutons par 

exemple les deux lettres ô et d ; le facteur abc /t ne 

change pas ; les facteurs binômes qui ne contiennent au- 
cune des deux lettres fr et d ne changent pas non plus ; les 
facteurs qui ne contiennent qu’une seule de ces lettres don- 
nent des groupes tels que 

(ô_a)(d-a), (c-b)(d-c)', 


qui ne changent pas par la permutation des let&es b et d; 
il reste à eoimidérer le facteur d — ô qui renferme les deux 


Digillzed by Google 



m 


ROTE A. 




lettres; ce facteur devient b — d ou — d + 6, et change de 
signe; il en résulte que l’on obtiendra les différents termes 
du second polynôme en changeant simplement les signes 
de tous les termes du premier polynôme. Mais on obtient 
aussi ce second polynôme eu permutant les deux lettres b 
et d dans le premier; ainsi, quand on permute deux lettres 
quelconques dans le polynôme proposé, on reproduit le 
même polynôme avec des signes contraires ; par consé- 
quent, quand on permute deux lettres quelconques dans 
le polynôme proposé, et qu’on change les signes de tous 
les termes, on reproduit le polynôme proposé. 

On conclut de là, que si dans un terme du polynôme on 
permute deux lettres et qu’on change le signe, on obtien- 
dra un autre terme du polynôme. Supposons qu’un terme 
contienne deux lettres affectées du même exposant, la per- 
mutation de ces deux lettres ne changeant pas la valeur du 
terme, on voit qu’à ce terme en correspond un autre égal 
et de signe contraire; si l’on supprime les termes qui se 
détruisent deux à deux, le polynôme ne contiendra plus 
que des termes dans lesquels tous les exposants seront dif- 
férents. Une môme lettre n’entrant que dans n — i facteurs 
binômes, les exposants dont les lettres sont affectées dans 
les différents termes du produit seront au plus égaux à n ; 
comme la somme des exposants dans chaque terme, ou le 


degré du terme, doit être égal à 


n(n-)-i) 

2 


, on en conclut que 


chaque terme doit contenir toutes les lettres affectées des 

exposants i, â, 3, n. Imaginons que, dans chaque 

terme du produit, on dispose les lettres suivant l’ordre des 
exposants ; le nombre des termes du produit, après la sup- 
pression des termes qui se détruisent deux à deux, sera égal 
évidemment au nombre des arrangements, ou des permu- 
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tâtions, que l’on peut former avec les n lettres (n* 27). Le 
premier terme, celui que l’on obtient quand on prend les 
premiers termes dans tous les facteurs binômes, est 

4".* 

De celui-là on pourra déduire tous les autres en permu- 
tant deux lettres plusieurs fois successivement et changeant 
le signe à chaque permutation. 

Si deux lettres, telles que a et 6 deviennent égales entre 
elles, le facteur b — a se réduisant à zéro, il est clair que 
le produit est nul. Mais il faut remarquer en outre que les 
termes du produit se détruisent deux à deux. Soit, par 

exemple, le terme zt a'd'‘b’‘c’' ; si dans ce terme on 

permute les deux lettres a et b, et qu’dn change le signe, 
ou obtient un autre terme rp ô'd’o’c‘... du produit; or, 
quand on fait a = 6, ces deux termes, devenant égaux et de 
signes contraires, se détruisent. 

250. Dans le polynôme précédent, que nous avons défini 
par un produit de facteurs binômes, concevons que l’on 
remplace les exposants par des indices, il est évident que 
les mêmes propriétés subsisteront. Le premier terme de ce 
nouveau polynôme sera 



Si l’on permute deux lettres quelconques, et qu’on change 
les signes, on reproduira le même polynôme. On pourra 
donc du premier terme déduire tous les termes en permu- 
tant deux lettres plusieurs fois successivement et chan- 
geant le signe à chaque permutation. Si deux lettres devien- 
nent égales, les termes se détruiront encore deux à deux, 
et le polynôme deviendra égal à zéro. 

Le polynôme que nous venons de former s’appelle le dé- 


Digillzed by Google 



3&6 noie a. 

lermirumt relaüf au systèiae des quantités contenues dans 
le tableau suivant : 


a ^ , 


c„ . . 

. . , 



c,, . . 

• • h 

«J. 

b,. 


. . ^5, 

«n» 

K, 




Chaque tenue du détenmnant contient comme facteur un 
nombre de chacune des lignes horizontales et un seul, et 
de même un nombre de chacune des colonnes verticales. 

Il a été démontré que, lorsqu’on remplace les nomlM^ 
d’une colonne verticale par ceux d’une autre colonne ver- 
ticale, le déterminant est identiquement nul. De même, 
quand on remplace les nombres d’une ligne horizontale 
par ceux d’une autre ligne horizontale, le déterminant est 
identiquement nul; considérons, par exemple, le terme 

±o,d,ô,c^ ; permutation des deux indices i et 3 dans 

ce terme, revenant à la permutation des deux lettres a et 

b, donne un terme de signe contraire qr a^d^b^c^ ; quand 

deux indices deviennent égaux, les termes deviennent donc 
égaux et de signes contraires, et le polynôme s’annule. 

251. Un système de n équations du premier degré à n 
inconnues peut-être mis sous fa forme, suivante ; 


a^x+b^-\-. . . 

.. . . 

• • “l" h^v — , 



• • • *n- 


Imaginons formé le déterminant relatif au système des eoef- 
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(icients des inconnues dans ces équations, et représentons 
par D ce polynôme^ Tous les termes contenant k lettre a 
une fois et seulement une fois, nous pourrons ordonner ce 
polynôme par rapport à a,, a,, a„, 

D = A, a, -(- A, a, -f- -(- A„a„, 

les quantités A,, A,, ... ne amtenani plus la lettre a. Nous 
savons que, si l’on remplace la lettre a par l’une des autres 
lettres, le polynôme devient nul ; on a donc les relations 

A,i, 4- A,ô, -f- + A„6, = O, 

A,r, -f- A.e, -f- -f AnC, = o, 


A,A, -J- A^,-f + A„A„ — O. 

Cela posé, multiplions les équations proposées, la première 

par A,, la seconde par A,, la troisième par A,, la 

dernière par A, et ajoutons, le coefficient de x sera le po- 
lynôme D; les coefficients des autres inconnues, d’après 
les relations précédentes, seront nuis ; on aura donc 


Dx — A,A, 4* A^, 4- 4“ AJ:,, 

d’où 

J. ^ AJ-, 4- AJ, 4- 4~ AJ-, 

A,«, 4- A,a, 4- 4" A,o, 


Le déterminant est le dénominateur commun. On obtient 
le numérateur relatif à chaque inconnue en remplaçant 
dans le dénominateur les coefficients de l’inconnue par les 
seconds membres des équations. 
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Note B. — Théorème sur le nombre des racines 
d’une équation algébrique. 

252. Nous avons expliqué (n°146) comment on représente 
les quantités imaginaires par des grandeurs géométriques. 
Dans un plan, marquons un point fixe o et traçons une droite 
ou axe fixe ox; ime quantité imaginaire z = r (cosQ -j- i sin 6) 
sera représentée par une longueur om égale au module r, 
’ ■ et portée dans une direction qui fasse 

avec l’axe ox un angle égal à l’argu- 
ment 0. Si l’on conçoit que le point m 
décrive dans le plan une courbe con- 
tinue, cette courbe figurera la varia- 
tion continue de la quantité imagi- 
naire Z. La grandeur géométrique om' 
étant la somme des deux grandeurs géométriques om et mm', 
on dira que la corde mm' est la variation de z quand on 
passe du point m au point m'. 

Nous savons (n“ 145) que le module d’une quantité imagi- 
naire est parfaitement déterminé, mais que l’argument peut 
être augmenté ou diminué d’un multiple quelconque de sw. 
Lorsque la variable z décrit une courbe, le module varie 
d’une manière continue; nous ferons varier aussi l’argu- 
ment d’une manière continue ; ainsi, du point m au point 
voisin m', la variation de l’argu- 
ment sera l’angle très-petit mom'. 
Quand la variable revient au point 
de départ m après avoir décrit une 
courbe fermée, le module reprend 
sa valeur primitive; mais l’argu- 
ment peut avoir été augmenté ou diminué de ait, ou d’un 


Fig. 2. 
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multiple de 271. Si> la courbe fermée ne comprend pas l’o- 
rigine O (fig. 1), il est évident que l’argument reprend en 
m sa valeur primitive; mais si la courbe enveloppe l’ori- 
gine, comme le représente la figure 2, le rayon om ayant 
fait un tour entier, l’argument a été augmenté de 2tz, ' 

Il est clair que, lorsque la variable parcourt une même 
ligne dans deux sens opposés, les variations de l’argument 
sont égales et de signes contraires. Par exemple, si la va- 
riable décrit l’arc mm! {fig. 1) dans un sens, puis le même 
arc m'm en sens inverse, les variations de l’argument sont 
égales à l’angle mom\ pHs d’une part avec le signe 
d’autre part avec le signe — . 

Si l’on partage une aire plane s en plusieurs parties 

Sj , s, , S3 {fig, 3 ) par des transversales rec- 
tilignes ou curvilignes, la variation de 
l’ai’gument relative au contour de l’aire s 
est égale à la somme des variations de 
l’argument relatives aux contours des 
aires partielles 5^ , Car chaque trans- 
versale étant parcourue dans deux sens opposés, les varia- 
tions fournies par ces transversales se détruisent deux à 
deux, et il ne reste que la variation produite par le contour 

de faire s. On suppose que les contours de toutes les aires 

« 

Si , 5^ , S3 sont parcourus par le mobile dans le même sens. 

253 . Ces principes nous serviront à étudier les propriétés 
d’une fonction entière, quand on donne à la variable z des 
valeurs imaginaires. Considérons d’abord un polynôme en- 
tier ne renfermant pas de terme constant 

Az Bz* Cz* -{- 

Appelons a, 6, c, les modules des coefficients, r le 

module de la variable z; le module d’une somme de quan- 
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tités hnaginaires étant moindre que la somme des modules 
de ’oes quantités (n* 148), le module du polynôme est plus 
petit que 

ar bi* cr* 

Mais on peut donner à la variable réelle r une valeur as- 
sez petite r, , pour que ce dernier polynôme ait une va- 
leur plms petite qu’ une quantité donnée a, si petite quelle 
soit; pour toutes les valeurs de z ayant un module infé- 
rieur à r,, le polynôme proposé aura un module plus petit 
que a. 

Considérons maintenant une fonction entière quelconque 
U — f{z). Si l’on donne à la variable z un accroissement 7i, 
la fonction éprouve un accroissement 



On peut rendre le module de h assez petit pour que le module 
de t soit plus petit que toute quantité donnée; ainsi, à une 
variation infiniment petite de la varialde correspond une 
variation mfiniment petite de la fonction ; on en conclut que 
la fonction entière varie d’une manière continue avec la 
variable. 

254. La fonction u est use nouvelle quantité imaginaire 
que nous représentennœ par une grandeur géométrique 
comme la variable & Afin d’évitta' la confiution, nous figu- 
rerons ces deux variables sur deux plans difl'éreat&. Soit o 

Ki«. 4 . 
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(Jig. 4) l’origine de la grandeur géométrique om qui, sur le 
premier plan, représente la vaiiable z, O l’origine de la 
grandem- géométrique OM qui, sur le second plan, repré- 
sente la fonction u. A chaque valeur de z correspond une 
valeur de u et une seule ; ainsi à chaque point t(i do pre- 
mier plan correspond un point déterminé M du second plan. 
Quand le point 7ti décrit une courbe continue, le point M 
décrit aussi une courbe continue. Si le point m revient à sa 
position primitive, après avoir décrit une courbe fermée, le 
point M revient aussi à sa position primitive. 

Donnons à z une valeur particulière figurée par la lon- 
gueur ou; à cette valeur coiTespond une valeur delà 
fonction figurée par la longueur OA. Nous supposons la va- 
leur différente de zéro. Faisons z=z^-\-h, u = u^-\-k. 
On peut, comme nous l’avons dit, assigner un module 
td que pour toutes les valeurs de h dont le module est égal 
ou inférieur à r, , le module de k soit moindre que la lon- 
gueur OA, c’est-à-dire moindre que le module de u^. Les 
nouvelles variables h etk sont figurées par les droites am et 
AM qui tournent autour des points fixes a et A. Si le point «» 
décrit une court» fermée comprise dans le cercle décrit du 
point a comme centre avec un rayon égal à r, , le point M 
décrira aussi une courbe fermée comprise dans le cercle 
décrit du point A comme centre avec un rayon égal à AO. 
En suivant le mouvement de la droite OM qui représente la 
fonction u, on voit que l’argument de cette fonction reprend 
en M sa valeur primitive. 

255. Supposons maintenant que la quantité soit racine 
du polynôme et de l’ordre n de multiplicité, c’mt-À<dûpe que 
le polynôme /'(z) soit divisible par (a — -So)". Posons 

r(z)=(z-zfy(z), 
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OU 

U = A"ç(Sj + h). 

Nous pouvons assigner un module tel que, pour toutes 
les valeurs de h dont le module est égal ou inférieur à r, , 
le module de tp(z„ h) — ip(z„) soit moindre que le module 
de ç(Z|,). Faisons 

h = r(cos9 + l'sinO), 

d’où 

h' — r"(cos nO -f - 1 sinn6). 

La fonction m étant égale au produit des deux facteurs h" 
et <p(z„ + ft) » son argument est la somme des arguments de 
ces deux facteurs. 

Concevons que le point m décrive autour du point a une 
courbe fermée comprise dans le cercle r,, et, pour plus de 
précision, faisons décrire à ce point une circonférence de 
cercle ayant le point o pour centre et un rayon r plus petit 
que r, ; la droite am, qui représente la variable h, décrivant 
autour du point a le cercle entier, l’argument 9 de cette va- 
riable augmente de 2 Tt, et pai’ conséquent l’argument n9 
de h" augmente de 2 nit. Il résulte d’ailleurs de ce qui pré- 
cède que l’argument de if (z„ -|- h) reprend sa valeur primi- 
tive. On en conclut de là que l’argument de la fonction u 
éprouve une augmentation égale à 2 mt. 

256. Quand la variable z décrit une même ligne dans 
deux sens opposés, la fonction u décrit aussi une même 
ligne dans deux sens opposés ; car, si la variable z va de m 
en m', puis rétrogradé de m’ en m, la fonction u va de M 
en M', puis rétrogradé de M' en M pour revenir à sa valeur 
primitive; l’argument de la fonction m éprouve donc deux 
variations égales et de signes contraires. 

Concevons que la variable r décrive le contour d’une aire 
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plane quelconque s [fig. 5) ; pai tageons cette aire en plu- 
sieurs parties s, , a,, s,, par des transversales recti- 

lignes ou curvilignes, et concevons que la variable décrive le 
contour de chacune de ces aires partielles dans le même 
sens. Quand la variable z décrit le contour d’une aire 
plane, la fonction « décrit aussi une courbe fermée, et son 
argument éprouve une certaine variation. Chacune des 
transversales étant parcourue par la variable z dans deux 
sens opposés, les variations correspondantes de l’argument 
de la onction sont égales et de signes contraires. On en 
conclut que la variation de l’argument de la fonction rela- 
tive au contour de l’aire s est égale à la somme des varia- 
tions relatives aux aires partielles s,, s,, s, 

257. Supposons d’abord que l’aire considérée ne com- 
prenne aucune racine du polÿnôme f (z). On peut la diviser 
en parties assez petites pour que l’on puisse appliquer à 
chacune d’elles les conclusions du n* 264. La variation re- 
lative à chaque partie étant nulle, la variation relative à 
l’aire totale est nulle. 

Supposons maintenant que l’mre plane s comprenne une 
ou plusieurs racines du polynôme, 
par exemple une racine z = a du de- 
gré n de multiplicité, une racine 
z = 6 du degré n', etc. Marquons à 
rintérieiu- de l’aire les points a. b. 
c, qui correspondent à ces ra- 

cines. Autour de ces points comme 
centres décrivons des cercles très-petits. La partie de 
l’aire s extérieure à ces cercles ne comprenant pas de ra- 
cine, la variation correspondante de l’argument de la 
fonction est nulle; il reste à considérer les cercles eux- 
mêmes. La variation relative au cercle a, d’après ce que 

23 
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nous avons dit au n* 256, est ann; la vaiktlon relative au 
cercle b est ank, etc. La variation relative à l’aire s est la 
somme de ces variations partielles, c’est-à-dire 

a(n -1- n’ -J- n" -j- )t:. 

On en conclut le théorème suivant dû à l’illustre Cauchy : 
Le nombre des racines d'un polynôme entier comprises dans 
une aire plane donnée est égal à la variation qu’éprouve 
l’argument du polynôme quand la variable décrit le contour 
de l’aire, cette variation étant divisée par ait. 

Il est clair (jue l’on compte chaciue racine avec son degré 
de multiplicité. 

258. De l’origine o comme centre, décrivons un cercle 
avec un rayon r assez grand pour que ce cercle comprenne 
toutes les racines du polynôme f[z). La variation qu’éprou- 
vera l’argument du polynôme quand la variable z décriia 
la circonl'éreuce de ce cercle donnera le nombre total des 
racines du polynôme. Soit m le degré du polynôme que 
noms ordonnons par rapport aux puissances décroissantes 
de Z 

a = Az" -f Bz"-' 4- Cz*"-* -1- .... .i 
nous pouvons écrire ce polynôme sous la forme 

a=z"^A-fBA+C^-l- ) 

ou 

« = z"(A -f Bz' -4- Cz'* + ) = Z"*<p(z'), 

en posant z' = -. 

Z . ‘ 

Quand on fait décrire à la variable z le cercle de rayon r, 
la nouvelle variable z’ décrit un cercle de rayon ^ ; à la 
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partie du plan extérieure au premier cercle correspond la 
partie du plan intérieure au second cercle. Puisque le 
polynôme f(z) n’a aucune racine en dehors du premier 
cercle, le polynôme ip(z') n’a aucune de ses racines à l’inté- 
rieur du second cercle. L’argument du polynôme f(z') re- 
prend donc sa valeur primitive; ainsi l’argument du po- 
lynôme f{z) éprouve la même variation que l’argument 
de a". Si l’on pose 


on a 


Z = r(cos 6 + 1 sin 0), 


-m _ ; sin»i0); 


on voit que, lorsque la variable z décrit la circonférence de 
rayon r, l’angle 6 augmentant de 2 tc, l’argument »i6 dez*" 
augmente de aime; telle est la variation de l’argument du 
polynôme proposé. On en conclut que tout polynôme entier 
du degré m a m racines réelles ou imaginaires. C’est le 
théorème fondamental de la théorie des équations. 


Note C. — Sur les fonctions symétriques. 

▼ 

259. On dit qu'une expression renfermant plusieurs let- 
tres est symétrique par rapport à ces lettres, lorsqu’elle ne 
change pas quand on permute deux lettres quelconques. 
Par exemple les fonctions 

aô -f- oc -f- bc, 

sont des fonctions symétriques des trois lettres a, b, c. 
Nous ne nous occuperons que des fonctions symétriques 
entières. 
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11 est clair que, si dans un terme d’une fonction symé- 
trique on permute deux lettres quelconques, on reproduit 
soit le même terme, soit un autre terme. La fonction symé- 
trique peut se partager en groupes contenant chacun Ie.<i 
termes qui se déduisent les uns des autres par la permu- 
tation des lettres. Pour abréger, nous n’écrirons qu’un 
terme de chaque groupe, et nous indiquerons par le signe 
S la somme de tous les termes de même espèce; on a, 
par exemple, 

{a-\-h+c + )• = Sa’ -I- aSaé. 

Considérons une fonction symétrique entière de m lettres 
a, 6, c, ...., /. Désignons par S, la somme de ces lettres, 
par S, la somme des produits de ces lettres deux à deux, 
par Sj la somme des produits trois à trois, etc.; enfin par 
S„ le produit des m lettres; en d’autres termes, posons 

S, = Sa, S, = Sa^ S, = Saie S„ = aic /; 

toute fonction entière symétrique des m lettres peut s’ex- 
primer rationnellement au moyen des m fonctions symé- 
triques particulières que nous venons de définir. Nous em- 
pruntons à l’Algèbre de M. Bertrand la démonstration de ce 
théorème important. Ordonnons la fonction proposée T par- 
ordre alphabétique de la manière suivante : Plaçons d’a- 
bord les termes qui contiennent la lettre a avec le plus fort 
exposant a ; parmi ceux-là, ceux qui contiennent la lettre b 
avec le plus fort exposant parmi ces derniers, ceux qui 
contiennent la lettre c avec le plus fort exposant y, et ainsi 
de suite; le premier terme du polynôme aura la forme 
Aa“ô^c^...l', la lettre A désignant un coeflicient numérique 
positif ou négatif, l’exposant ^ étant égal ou inférieur à a, 
l’exposant y égal ou inférieur à etc. On peut supposer 
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que chaque terme contienne toutes les lettres, en affec- 
tant de l’exposant zéro les lettres qui manquent. Cela posé, 
formons le produit 

A(S,)»-P X (S,)P-Î X (SJî-« X X iS„Ÿ' = P; 

ce produit est une fonction symétrique homogène des i?» let- 
tres; le premier terme de est le premier 

terme de ^ est le premier terme de 

est enfin, le facteur (S„)^ est le 

premier terme du produit P est égal au produit des premiers 
termes des différents facteurs, c’est-à-dire à 

Ao* - P X ûP- ■ àP-Txaï-“6T- X XaVc^ 

ou plus simplement Ao“àV î^; c’est le premier terme 

de la fonction T. La différence T — P = T,, qui est une nou- 
velle fonction symétrique homogène des m lettres et du 
même degré, ne renferme plus ce premier ternie, et le 
premier terme de Tj vient après le premier terme de T dans 
l’ordre alphabétique. 

On raisonnera ensuite sur la fonction T, comme sur la 
fonction proposée; à l’aide des fonctions S,, S,,..,.., un 
formera un produit P, dont le premier terme soit le même 
que celui de T,; la différence T, — P,=T, sera une nou- 
velle fonction symétrique homogène ne renfermant plus ce 
terme, et ainsi de suite. 11 est clair qu’ après un certain 
nombre d’opérations, on arrivera à une différence nulle. 
On a ainsi 

T — P--=T,, T,-P.=T,, , 'lV-P^ = o; 

d’où l’on déduit 


T = P-f P.-f P,-i- -fP^. 
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La fonction symétrique proposée T est exprimée rationnel- 
lement au moyen des fonctions S, , S, , S„. 

Considérons, par exemple, la fonction Sa*. Le premier 
terme étant a’, ou prendra 

P=Sî = Sa*-hai:a6; d’où = — aS,. 

Soit encore la fonction Sa’; le premier terme étant a*, 
on prendra 

F = SJ = S«’ -1- 3S«’6 + 6Sa6f , 

T, = T — P = — 3Sa’6 — 6Sa6c. 

Le premier terme de T, étant — 5a*b, on prendra 

P, = — 3S,S, = — 5(Sa*6 -j- 3Sa6c), 

T. — P, = 3Sa6c = 3S,. 

On en conclut 

T = P -H P, + 3S. = S’ - 5S.S, -H 3S,. 

Si lesm quantités a, 6, c, l sont lés racines d’une 

équation algébrique du degré m, 

X" — S,x"^’ -f- S,x”-* — dz S„ = O, 

toute fonction entière symétrique de ces quantités s'expri- 
mera rationnellément au moyen des coelbcients de l’équa- 
tion. 


iNote D. — Sur l’éliminatiofi. 

260. On doit à M. Sylvester une méthode très-élégante 
pour effectuer l’élimination d’une inconnue entre deux équa- 
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tiens algébriques à l’aide d’un déterminant. Supposons 
qu’il s’agisse d’éliminer l’inconnue y entre deux équations 
à deux inconnues x et y. Considérons d’abord le cas simple 
où les deux équations sont du second degré par rapport à 
y; soient 

/.V t Aÿ* +By4-C =o, 

1 Ay + B'y + C'=o, 

les deux équations» dans lesquelles les lettres A, B, C, A', 
B', C' désignent des fonctions de x. Si l’on remplace y par 

- , lêS équations prendront la forme homogène 

Z 

m f Aj/*4-Byz+Cz’ = o, 

I Ay + B'yï4-C'3*=o. 

I 

En multipliant chacune de ces deux équations par y et paf 
Z, on obtient le système des quatre équations 

1 Ay* + By*s + Cyz’ = O, 

' fit ) ~ 

f Ay3 + Fys* + C'z»= O. 

Si les équations (1; sont vérifiées par un système de va- 
leurs attribuées à a; et à y, les équations (2) seront véri- 
fiées par la même valeur de x, y et z ayant des valeurs in- 
déterminées; les équations (3), que l’on peut considérer 
comme un système de quatre équations du premier degré 
entre les quatre inconnues y’, y*z, yz*, z’ seront aussi vé- 
rifiées par une infinité de valeurs attribuées à ces incon- 
nues; on en conclut que la valeur de x doit annuler le dé- 
terminant relatif à ces équations. Si donc on égale à zéro 
le déterminant 
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A, 

B, 

c, 

0 

A’, 

B', 

C', 

O 

0, 

A, 

B, 

c 

O, 

A', 

B’, 

C 


on aura l’équation à laquelle doit satisfaire l’inconnue x. 

En général, soit m le degré de la première équation et n 
le degré de la seconde, par rapport à y; en remplaçant 


y par -, on mettra les deux équations sous la forme 


W A^" -f A -j- A.* V’ + + A.î’* = o, 

(5) A'y + A;zy“-‘ -f -f a;,z" = o. 

Si l’on multiplie ensuite la première équation par 
3’y’*'*,...,2""‘, et la seconde par 

on formera un système de n -f m équations du premier 
degré entre les m 4- n inconnues 


En égalant à zéro le déterminant relatif à ce système 
d’équations du premier degré, on obtiendra l’équation à 
laquelle doit satisfaire l’inconnue x. 

261. On peut à l'aide des fonctions symétriques trouver 
le degré de l’équation résultante. Supposons que l’équa- 
tion (i), que nous désignons par <p(y) =o, soit du degré »n 
par rapport aux deux inconnues x et y, et l’équation (5) 
du degré n; les lettres A„ et A', désignent des constantes 
que nous réduirons à l’unité, les lettres A, et A', des po- 
lynômes du premier degré en x, les lettres A, et A', des 
polynômes du second degré, etc. ; en général l'exposant 
de Z indique le degré de chaque coefficient. Concevons que 
l’on attribue à x une valeur convenable; appelons y,, y,. 
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ÿj, y»_, les m racines de l’équation (4), et de môme 

y\, y\, y',, y'«_, les n racines de l’équation (5) ; pour 

que les deux équations soient vérifiées simultanément, i^ 
faudra que l’une des n racines de la seconde équation vé- 
rifie la première, c’est-à-dire que l’une des n quantités 

?(yô> Kyl)* ?(yi)> 

soit nulle ; cette condition sera remplie si le produit 

(6) P = .p(y;,) X a(y;) X <f(y;) x . . . . x 

est nul. Ce produit est une expression rationnelle par rap- 
port aux coefficients de la première équation ; comme c’est 
une fonction symétrique entière des racines de la seconde 
équation, on pourra aussi l’exprimer rationnellement au 
moyen des coefficients de cette seconde équation, ainsi que 
nous l’avons expliqué dans la note précédente ; en égalant 
à zéro l’expression rationnelle ainsi obtenue, on aura l’é- 
quation à laquelle doit satisfaire l’inconnue x. 

Si l’on met <p(y) sous la forme 

?(y) = (y— ÿo)(y— yi) Lv—Uv.-ù> 

on voit que le produit 

P = (yi - y»)(yo— yO • • • (yi — y— 0 x (y'. - yo)(y-, - y,)-- 

est composé de mn facteurs binômes. Concevons maintenant 
que, dans les deux équations proposées, on remplace z 
par zt, c’est comme si l’on multipliait par t toutes les ra- 
cines des deux équations; les mn facteurs binômes qui 
composent P seront multipliés par t, et par conséquent 
le produit lui-même sera multiplié par on en con- 
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NOTE D. 


dut que les différents termes du polynôme P, tels qu’on 
les déduit de la forme (6) par les fonctions symétriques, 
contiendront le facteur z""*; chacun des coefflciehts des 
équations {h) et (ô) -étant par rapport à x d’un degré ég&l 
à l’exposant de z, il en résulte que le polynôme ^ est du 
degré tnn par rapport à x. Ainsi le degré de l’équation ré- 
sultante est égal au produit des degrés des deux équations 
proposées. 


FIN. 
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de tout raisonnement par la reduc- avec Taxe. cube pour projeter un ouvrage de 

tion à l'absurde, des démonstra- La Géométrie appliquée con- chariwute, un banc, par exemple, 
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TA 1 (lAN AMf'TPTF trigonométrie rectiligne et sphérique, il’usage des 

XllIuvlIvlalllniAji élèves des lycées et des candidats au baccalauréat et aux écoles 
spéciales; par B. Roucai, ancien élitt de l'Ecole polytechnique, professeur au lycée Ckerlt- 
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magne, et !■. 1 <aoov«^ pro/es<eur au lycée CAarlemaÿne. 1 Toi. in-8 aTéc figures intercalées 
dans le texte. 5 fr. 50 c. 


Les Hiia premières l^ons ren> lions énoncées qne les élëyes stn> gnes nombreuses et yariées per« 
ferment les matières exigées pour dieux s'exerceront utilement à mettent au lecteur d'acauérir cette 
i*admission au baccalauréat ès résoudre. Les leçons qui traitent habitude des calculs à laquelle on 
sciences, à l’Ecole nayale et il'E- de l’usage des tables et de l’ap- ne saurait attacher trop de prix, 
colede Saint-Gyr; les suiyantes plication de la trigonométrie au On trouyera enfin dans cetouyraga 
s’adressent aux élèyes de mathé" levé des plans ont été l'objet d’un desdémonstrationssimplesetnou* 
matiques spéciales. Chaque cha- soin particulier;dansla première, velles des formules relatiyes à la 
pitre contient, outre les exercices chaque règle est suivie d^un exem- réduction <les arcs, de la formula 
résolus, et imprimés en petit ca* pie qui en fixe le sens, et dans la de Lhnillier et du théorème de Le* 
ractère, un grand nombre de ques- seconde, des applications numéri* gendre. 

t H 1 1 VTT Airr iHiLTnoui i d«ox 

uliUlQL 1 llllj AjiAIjI 1 ly Ulili et à trois dimensions, à l’usage des candidats 
aux Ecoles polytechnique et normale, précédées d'une introduction renfermant les premières 
notions sur les courbes usuelles exigées des candidats au baccalauréat ès sciences ; ou- 
vrage entièrement conforme aux programmes de 1851 pour l'enseignement scientifique 
des lycées: par Booobt, processeur, 1' édition, revue et augmentée. 1 vol. in-8, avec 
les figures dans le texte. 7 fr. 50 c. 

AHil YCr b£S LEÇ08S D'AHUTSE données à l’École polytechnique ; par 

AllAljlulli HATin, metnére de l’InitiUU, yroftntvr d’analytt et de mécanique à l’École 
pofpfecAnique, etc. 1* édition, revue et annotée par M. 'Iiosviilc, membre de l’Institut, etc. 
! volumes iu-8, avec planches. 10 fr. 
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exigées pour l’admissioo à l’Ecole polytechnique, le baccalauréat, etc.; par E. Cataxah, 
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professeur de Géométrie descriptive au Conservatoire des arts et métiers, répétiteur à l’Ecole po- 
lyteeknigw, professeur-fondateur de l’Ecole centrale des arts et manufactures, etc.; ouvraga 
divisé en plusieurs parties, qui se vendent chacune séparément ; 


|« COSBS DE CÉOHtTBIE DESCIIPTITE. 1’ 
édition revue et augmentée ; deux parties 
in-A, avec un allas de 97 planches. 11 fr. 
La 1'* partie: Do poim, de la ueoite et 
DO PLAN. 1‘ édition, revue et augmentée. 
1 vol. in-A. dont 1 de A3 planches. 

Cette première partie contient tout ce qui est re- 
latif à réci-iture et à la notation graphique, à la 
méthode du changement des plans de projection et 
à celle du mouvement de rotation; elle contient en 
■outre les notions élémentaires sur les ombres, la 
perspective et les plans cotés. 

La partie : Des courbes et des sur- 
faces COURBES, et en particulier des sec- 
tions CONIQUES ET DBS SURFACES DU SECOND 
ORDRE, i* éditioo. % forts vol. io-i, dont 
1 de 5i planches. (Celle 8**^* partie se vend 
séparément.) tS fr. 50 c. 

La deuxième partie forme le traité le plus complet 
qui existe sur les courbes et sur les surfaces ; tout 
y est démontré par les méthodes de projection, sans 
avoir recours à l'analyse. 


ADDITIONS AU COURS DE CÉOXÉTBIE DES- 
CRIPTIVE; démonstration nouvelle des pro- 
priétés des sections coniques. In-i, avec 
15 planches. 4 fr. 

50 DèTELOPPEHERTS DE CÉ0 H£tBIE DES- 
CRIPTIVE avec un Appendice cotiteoanl di- 
vers Mémoires de géométrie supérieure; 
parM. Serret, membrede Clnetitut. 2 vol. 
in-i, dont 1 de pl. 18 fr. 

4° COMPLÉMENTS DE CÊOMÉTBIE DESCRIP- 
TIVE. 8 vol. in-4, dont 1 de pl. 18 fr. 

50 MÉMOIRES DE CÉOMÉTBlE DESCRIPTIVE 
THÉORIQUE ET APPLIQUÉE. 8 vol. in-4, 
dont un de pl. 18 fr. 

60 APPLICATION DE U CÉOMÉTBlE DESCRIP- 
TIVE aux ombres, à la perspective, à la 
gnomonique et aux engrenages, s vol. 
in-i, dont 1 de 58 pl. doubles, dont plu- 
sieurs coloriées ou à Taqua-tinta. 85 fr. 


Les DéreloppementSj les Corn- 
ptèments et les Uémoire» de géo- 
métrie deecriptipe servent de com- 
id^ent à tons les traités de Géo- 
métrie descriptive publiés jusqu’à 
ce jour ; ils renferment chacun 
des matières spéciales qne n’a en- 
core traitées aucun des auteurs 
qui ont écrit sur la géométrie des- 
criptive. 

La giométriedeecriptire, comme 


le démontrent ces ouvrages, peut 
souvent atteindre à la puissance 
de Vanalyee ; elle y atteindra en 
général dans les questions où il 
s’agira de la forme, dans les pro- 
blèmes de relation de position ; et 
je serais bien trompé (atf Fauteur) 
si, pour ces problèmes, elle n’avait 
presque toujours l’avantage sur 
ronwirsc, en ce sens qne ses dé- 
monstrations seront plus promptes 


et plus simples et que les résultats 
seront obteniu dans des termes 
plus immédiatement applicables 
ar les ingénieurs aux travani 
'art. 

La géométrie descriptive peut 
acquérir toute puwanee lorsqu’il 
s’agira de relation de position ; en 
ce sens elle n’est pas ^mée, et les 
efforts qu’elle fera dans cette di- 
rection seront toujours utiles. 



DUNOD, LIBRAIRE POUR LES SCIENCES, LES ARTS, l’iNDUSTRIE, ETC. 


n^nuf^TnTr nrcrniPTfvr traité m «éométhe descuptite, com- 

ullUffllilnllj lUluilAli llTui prenant les applicalions de cette géométrie 
aux ombres, k la perspeclive et k la stéréotomie; par Hauittc, membre de VInstitnt, emc- 
prof, à l'École poh/teclmijve. 2* édition. 1 fort vol. in-ljafec 74 grandes planches. 20 fr. 
De tous les ouTrages publiés sur celte matière, le Traité de Géométrie deseriplice, par M. Hachette 
est le seul qui contienne des ai'plications 1 la coupe des pierres, etc. 

H|ÿn|l|JA]Tp lEÇOini de KÉCASlOirE ÉlÉHERTAISE entièrement confonnes aax 
RAilAllly iJlls nouveaux programmes de l’enseignement des lycées, contenant toutes 
les connaissances nécessaires à ceux qui se destinent au baccalauréat è$ sciences, aux 
écoles spéciales du gouvernement, à l’Ecole centrale des arts et manufactures, et à ceux 
qui suivent les cours des écoles professionnelles et des neuvelles facultés des sciences 
appliquées, par MM. Hcubt Babiuit, licencié ès sckncet, et Vamts XarnTVB, profes- 
seur de mathématiques, i vol. io-8, imprimé sur papier glacé, orné de 19i figures dans le 
texte et une planche. 0 fr. 

Ces leqons, rédigées avec beaucoup de soin par les auteurs, ne laissent rien à désirer sous le rapport 
de l’eiécution typographique. Les 193 figures intercalées dans le texte ont été dessinées et gravées par 
nos meilleurs artistes. — Un prospectus syiécial, donnant aussi le spécimeu des figures, sera envoyc à 
toute personne qui eu fera la demande par lettre afirauctde. 


DESSIN LINEAIRL 


DESSIK UIIÉAIKI APPLIQUÉ ÀOX A£T3 ET A rilBVETlIE, 
par B. lêOCAmo, ingénieur en chef du chemin de fer de Saint- 
Etiame à Lyon, ancien jirofesseur des cours industriels de Méziéres, de Ckarieville, etc. 1 vol. 
in-S^ avec ud atlas io-rolio 4e plaoches, coaleoant 890 desaios graves avec aoia 
par Hibos. 18 fr* 

Cel ouTrape est divisé comme il suit : Livre I*^. PréliMinairee. — IL Pesti» melhimeti^. — 
III. Dessin à vue ou à main levée. — IV. Application à Ut coupe des pierres; l*archileciure ; la càar- 
peii<c; la menuiserie; aux escaliers ; à la serrurerie : aux maisons d'habitation et à la mécanique. 

L’atlas, de graod format pour donner aux figures tout le développement au'elles méritent, a été dessiné 
par l’anteur et gravé sons ses yeni ; sa parfaite eiéontion ne laisse rien à désirer. 

Les dessins relatifs à l’arcbitecture, 1a charpente, la menuiserie, la serruxisie et la mécanique seot tous 
cotés avec soin et représentent en général des objets eiécutés. 


nFQCIIR IVnnCTmri ^ pimn llMSTtiEi fomaot «o c»rs 

l/lJiJulfl iniliJijiniJiLi de EESSJjr tmÉAi&E «t de tracé géoioéLriqtie ; par 
Todot, professeur, directeur d'wte école spéciale de dessin, 8* .édition revue et augmeatèe de 
AO planches d'exercices. 1 beau vol. in-8 de texte accompagné d'uu atlas in-£alio de 
40 planches gravées avec soin par fiiaon. 9 fr. 

Le volume in-8 de texte se vend séparément. -f fr. 

L'allas in-folio^ contenant 40 planches d'exercices. C (r. 


Les Eléments de dessin indus- 
triel, par M. Tudot, renferment 
une suite de modèles très-sago- 
ment choisis, U'es-bien gradués, 
dessinés avec science et parfaite- 
ment gravés. Ces modèles sont, 
comme le texte Ini-mème, divisés 
eu plusieurs parties : la pi-emière 


traite ôo dessin à vue ; celle <^ui la 
suit a pour objet le tracé géomé- 
trique, partie qui contient une des • 
cripUoü détaillée de tous les pro- 
céaés eu nsage dans le trace des 
épures. Des eaercices d'ornements 
et de têtes terminent l’ouvrage. 

Les 40 planches d’exercices 


peuvent être très>facilement co- 
piées avec les instruments mathé- 
matiques du prix le plus ordinaire, 
avantage que n'offrent pac la plu- 
part des ouvrages publîM sur Mtte 
partie de renaeignement. 


AUTRItrC TT 1 AVTC de pbojections, d'ombres et de uns, a l'usage 

vlUDuua ul uAflo. de tontes les écoles, des architectes et des mècaoicieiis ; 
par Taipoii, professeur au collège Samtc-Jtarbe, etc. Ouvrage divisé en quatre parties : 
1° Projections orthogonales; 2° Projeclions obliques; S° Ombres; 4° Lavis appliqué à 
l’enseigoement du dessin des machines, de l’architecture, etc. l vol. in-8 de texte avec 
nn magnifique atlas de 40 planches grand in-t, imprimées au lavis sur un quart colombier 
glacé. Prix ; 510 fr. 


On «end séparément : 


Les trois premières parties 
nanl les PROJECTIONS et les 
20 planches avec texte, reliure 


compre- 
OHBBES , 
élégante. 
ÏO fr. 


La quatrième partie. Coors élémentaire de 
LAVIS appliqué à l’enseignement du dessiu 
des machines, de l’architecture, etc. 20 plan- 
ches avec texte, relié. 20 fr. 


Les planches qui contpoKOt le reaurqaable Atlas de cet ouvrage eut été tout récemment l'objet d’une 
révieion complète ; l'auteur n’a rien négligé pour donner au nouveau tirage qui vient d'en être exécuté, 
une 'véritable supériorité sur lus tirages précédents. 

Satro CataUsaae de livre* de MATHÉRRAVR^IiCilR et ACTBChS esst 
adre.eé m tente #erenidc xial ea tait le demande par lettre Arrnajica». 


Taris — Imprimé par E. Thdkot et C% tS, rue Racine. 
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